Twierdzenie o kanapkach

Zbiér otwarty — taki, do ktorego kazdy punkt
nalezy wraz z pewnym swym otoczeniem (kulg
o frodku w tym punkcie).

Zbior otwarty w przestrzeni trojwymiarowej
jest spajny, jesli kazde dwa jego punkty

moina polgczy¢ lamang zawartg w tym
zbiorze. (Zbidr spojny odgrywa role kromki
chleba; maslo i szynka moga byé niespdjne.)
Jedli A jest zbiorem otwartym ograniczonym,
to moina mu przyporzadkowaé miarg p(A),
ktdra jest uogdinieniem objgtosci. Mozna

sobie wyobrazad, Ze zbiory C, M, § sq na tyle
nwporzgdne’’, te majy objetosé i przez p(C).
#(M), p(S) rozumied objetoddi,

Tw, Darboux: Jesli funkcja ciagla na przedziale
<—a, b> przyjmuje wartosci m i M (m < M), to
przyimuje wszystkie wartosci zawarte pomigdzy
m i M, w szczegolnoici przyimuje wartosé

% (M4 m). (Funkcja h jest ciggla na <-R, R>

i przyimuje zaréwno wartosé zero, jak
i wartosé u(C)).

Mgr Krzysztof NOWINSKI

W poprzednim artykule (,,Delta” nr 11/1975) zapowiedzieliémy ,,gastronomiczne”
wnioski z Twierdzenia o Antypodach. Obiecali$my mianowicie udowodni¢
»Twierdzenie o Kanapkach™: Kanapke z maslem i szynkq mozna przekroié jednym
cieciem plaskiego noza polowigc i chleb i maslo i szynke.

Nie mozemy, niestety, prowadzi¢ $cistego dowodu na podstawie tak
niematematycznych sformutowan. Trzeba wigc nasze twierdzenie napisa¢ bardziej
,,naukowo”. Bedzie ono brzmialo tak:

Niech C, M i S bedg zbiorami otwartymi zawartymi w pewnej kuli o érodku

w poczatku ukladu wspéirzednych i promieniu R. Niech ponadto jeden z nich
(np. C) bedzie spdjny. Przy tych zaloZeniach istnieje plaszczyzna p dzielaca
przestrzen na dwie pélprzestrzenie P+ 1 P~ takie, Ze:

w(CNP*) = u(CAP~), u(MNP*) = n(MAP~) oraz u(SnP*) = u(SnP-), co
wiasnie oznacza, ze plaszczyzna p polowi C, M i §.

A oto idea dowodu: Niech v bedzie wektorem o dlugosci 1. MoZemy go
utozsamiaé z punktem ze sfery jednostkowej (dlaczego?). Oznaczmy przez p,
plaszczyzne prostopadla do 2 i polowigeg zbidr C (jej istnienie i jednoznaczno$¢
trzeba bedzie oczywiscie udowodni¢). Niech P;5 bgdzie polprzestrzenig
WYyznaczong przez p, rozciagajaca si¢ w kierunku wektora ». W drugim kroku
dowodu pokazemy, ze miary przecigé zbioréw M i S z pélprzestrzenig P.f
(bedziemy je oznaczaé¢ odpowiednio m(2) i s(2)) sa cigglymi funkcjami wektora .
Gdy teraz przypomnimy sobie jeden z wariantéw Twierdzenia o Antypodach,
okaze sie, Ze istnieje wektor 2, taki, ze m(v,) = m(—1v,) oraz s(v,) = s(—v,).
Jezeli teraz zauwazymy, Ze p, = p_,, a ponadto pj = pZ,, to okaze sig, Ze p,, jest
poszukiwana plaszczyzng.

Zanim przystapimy do realizacji tego programu dzialania, przypomnijmy kilka
prostych faktéw z geometrii analitycznej. Jak wiadomo, réwnanie plaszczyzny p
prostopadiej do wektora » = (v,,v,,v;) ma posta¢ v, x, +v, X, +03 X3 = ),

przy czym jesli » jest wektorem jednostkowym, to y jest odlegloscia p od poczatku
ukfadu wspolrzednych O (brang ze znakiem ,,—”" gdy Oe€ P;}). Pdlprzestrzenie
P} i Py sa wyznaczane odpowiednio przez nierdwnosci v, x; +v0,X;+03X3 > ¥
oraz vy x, +f)2x2+f-’3x3 <)

Przypomnijmy ponadto potrzebne nam w dowodzie fakty z teorii miary:

1. Kazdy zbidr otwarty i ograniczony ma miarg.

2. Miara sumy zbioréw jest mniejsza lub réwna sumie ich miar, przy czym

jesli zbiory te sg roziaczne, to zachodzi réwno$¢. Wynika stad

3. Jezeli A C B, to u(A4) < u(B).

Mozemy teraz zaczaé realizacje kolejnych krokdw naszego programu dziatania.
Pierwszym krokiem bedzie dowod

Lematu.

Niech C bedzie zbiorem otwartym i spéjnym zawartym w kuli K o srodku

w poczqtku ukladu wspéirzednych i promieniu R. Przy tych zalozeniach dla katdego
wektora jednostkowego v istnieje dokladnie jedna plaszczyzna p prostopadia do v

i polowigca zbior C.

Dla dowodu rozpatrzmy fi unkc_pg h(y) okreslonq na odbinku {(-R, R)

i przypisujaca zmiennej y mlarq przecmcm zbioru C z pélprzestrzenia P;' poloZong
.powyzej” plaszczyzny o réwnaniu v, x, +v; X, + 03 x3 = y. Polprzestrzenie P#

i P*y wygladaja tak jak na rysunku i jak latwo zauwazy¢ h(—R) = u(C),
natomiast A(R) = 0. Jezeli teraz y, < y,, to h(y,) = h(y,), poniewaz

Cn Py 5 Cn Py, Réwnoczesnie h(y,)—h(y,) jest miarg czgsei zbioru C zawartej
m:gdzy plaszczyznami p,, i p,,. Zbidr ten jest zawarty w walcu o promieniu R

i wysokodci y, —y,. Wobec tego h(y,)—h(y;) < aR?*(y;—y,), skad juz fatwo
wynika cigglosé¢ funkcji h. JeZeli teraz przypomnimy sobie twierdzenie Darboux,
to fatwo zauwazymy, ze dla pewnej wartosci y, funkcja s przybiera warto$¢ £ —(2(-:)—
i wobec tego plaszczyzna p,, potowi C. Jezeli teraz y # y, np. y > y,, to

z zaloZenia otwartoéci 1 spdjnosci zbioru C wynika, Ze migdzy plaszczyznami

Py 1py, lezy podzbiér C otwarty i niepusty, wigc o mierze niezerowej, wobec
czego h(y) # h(yo). Wynika stad, Ze y, jest jedyng wartoscig spelniajagcq warunki
lematu.
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py — odcina co najmnicj tyle, co py,, zat
P2 — co najwyicj tyle, co py, .

Niech teraz v, i », beda dwoma réznymi wektorami jednostkowymi i niech

Py, 1Py, beda plaszczyznami odpowiadajacymi im na mocy lematu. Kulg K(O, R),
w ktorej leza zbiory C, M i S zrzutujemy na plaszczyzn¢ wyznaczong przez
wektory @, i ©, (obrazami plaszczyzn p,, i p,, beda proste).

Z rysunku latwo wywnioskowa¢ (i nietrudno doktadnie udowodnic), ze kolo
bedace przekrojem plaszczyzny p,, z kulg K lezy migdzy plaszczyznami p, i p,
réwnoleglymi do p,, a ktérych odleglo$¢ jest nie wigksza niz 2R sin ¥ (2,,2,).
Wynika stad, ze zbiory MnP;} i MnPJ, réznig si¢ o podzbiory warstwy kuli K
pomiedzy plaszczyznami p, i p, i wobec tego miary M Pt i M P, réznig

si¢ co najwyZej o miarg tej warstwy, mniejszg od 2zR? sin & (2,,9;) (dlaczego?).
Jezeli teraz wektory @, i o, sa bliskie, to sin ¥ (2, ,9,) jest maly i maly jest
réwniez modul réznicy m(o,) i m(,), a wiec funkcja m jest ciagla. Analogiczne
rozwazania przekonujg nas o ciaglosci funkcji s. W poprzednim artykule
udowodnili§my, Ze dla dwéch dowolnych funkgcji ciagltych o wartosciach
rzeczywistych f; i f; okredlonych na sferze dwuwymiarowej istnieje punkt x taki,
ze fi(x) = fi(—x) oraz f,(x) = f(—x). Zastosujmy to twierdzenie do funkcji m

i 5. Okaze sig, ze dla pewnego wektora  mamy m(2) = m(—2) i s(v) = s(—2).
Ale wektory # i — o rdéznig si¢ tylko zwrotem i wobec tego plaszczyzna p, jest
prostopadia do — 2 i poniewaz na mocy lematu istnieje doktadnie jedna
plaszczyzna polowiaca C i prostopadia do danego wektora, wigc p_, = p,. Teraz
jest juz jasne, ze P*, = P; i uy(MnP;) = m(?) = m(—2) = p(MnP}), a wigc
plaszczyzna p, polowi zbiér M. Analogicznie sprawdzimy, Ze polowi ona réwniez S.
Mozna kroié!!

Na zakoriczenie dwa pytania pod adresem Czytelnikéw:

Czy istnieje podobne twierdzenie ,,plaskie”, tzn. méwigce o podzbiorach
plaszczyzny? (Zob. Dwudziesta Czwarta Olimpiada Matematyczna WSiP 1974,
str. 42.)

Czy mozna zastapi¢ miary zbioréw jakimi$§ innymi ich funkcjami? (np. $rednicami?)

i Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 88. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Na zewnatrz niego konstruujemy takie dwa trojkaty.
ABK i CAL, 7e < BKA = 4« ALC = 90°, < ABK = < CAL = @ < 90°. Niech X" i L’ beda
rzutami prostokatnymi punktéw K i L odpowiednio na boki AB i AC, M zas$ takim punktem
odcinka BC, ze CM = MBtg?p. Udowodnié, ze trojkaty ML'L, KK'M i KAL s3 podobne

w stosunku sing:cosg:1. (Jerzy Mitek)
Rozwiazanie na str. 2

M 89. W szeregu ustawiono n uczniéw (7 = 2) ponumerowanych kolejno liczbami od 1 do n.
Na dang komende uczen moze zamieni¢ si¢ miejscem z innym uczniem lub pozosta¢ na miejscu.
Czy jest mozliwe, by po dwéch komendach uczniowie ustawili si¢ w szeregu tak, by pierwszy
uczefi mial numer n, a nastepnie kolejne numery od 1 do n—17?

Rozwigzanie na str. 11

M 90. Ciag s, okreslony jest dla m > 4 wzorami

S4 = 1!

Smyr = Smt1: (M—2)+2+ (m—3)+ ...+ (m—3)- 2+ (m—2)- 1.
Udowodnié, 7€ s, = ( ': )
Rozwigzanie na str. 6

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F 30. Jednorodny pret o diugosci L stoi pionowo na gladkiej podiodze przy scianie o gladkiej
powierzchni (patrz rysunek). Dolny koniec preta zostat delikatnie popchnigty i zaczal swobodnie
odsuwac si¢ po plaszczyznie prostopadlej do sciany.

Pod jakim katem pret bedzie nachylony do podlogi w momencie, w ktorym goérny koniec preta
oderwie si¢ od $ciany?

Rozwiazanie na str. 11



