Najwickszy wspolny dzielnik jako pewna kombinacja liniowa

W chwili pisania artykulu Autor byl uczniem
I klasy XIV LO w Warszawie

Relacja R jest relacja rownowaznodcei, jesli jest
swrotna (kakdy element jest w tej relacji

z samym soba), symetryczna (jesli xRy, to
réwniez yRx) oraz przechodnia (jedli xRy

i ¥Rz, to xRz). Réwnosé, dawanie tej samej
reszty przy dzieleniu przez m — s3 przykladami
relacji réwnowaznodci.
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Pierscieni pr ym z j i nazywa
sig trajka (A, @, (), gdzie A — zbibr, @

i ) — dwa dzialania w tym zbiorze, i przy
tym spelni 53 warunki:

— @ jest dzialaniem lacznym i przemiennym;
— istnicje taki element 0 € A, Ze dla kaidego
xeA: xB0 = x,

— kazdy el x € A ma el

przeciwny — x tzn. taki, ze x®B(—-x) = 0;
oraz .

— () jest lgczne i przemienne;

— istnieje element I € 4 taki, Ze dla kazdego
x€ A:x(Q)! = x; i ponadto

YU

— Daialanie O jest ted
dzialania ®.
Przykladami pierécieni pr jennych

z jednoscia sa liczby rzeczywiste, liczby
zespolone ze zwyklymi dziataniami

i przyklad podany przez Autora.

Przy oznaczeniach klas abstrakcji opuscilismy
symbole relacji. Nie powinno to prowadzi¢ do
nieporozumien.

Czy ciefi jest cickawy?

Nagrody w konkursie otrzymuja:
Leonard Kasprzak z Ostrowa
Wielkopolskiego

Boguslaw Wasilewski z Suwalk.

Piotr WOJCIECHOWSKI

Niezmierzone otchianie teorii liczb wciaz przyciagaja setki badaczy, cheacych zaznaé
przyjemnosci poruszania si¢ po gruncie dziedziny, ktoéra Gauss nazwat Krélowa Matematyki.
Spogladajac na jedno poj¢cie teorii liczb, widzimy jednoczesnie caly ogrom naszych mozliwosci
budowania nowych problemow, czy nawet teorii. Moze uda nam si¢ pokazaé fragmencik
nicklamanego pickna tej dziedziny, tkwiacy w jednym skromniutkim problemie, nad ktorym
cheieliby$my sig tu zastanowic.
Sprébujemy udowodnié twierdzenie, ktore intuicyjnie nie jest zupelnie oczywiste, ale jego
prawdziwo$¢ moZna pokazac, si¢gajac do zagadnienl pozornie z nim nie zwigzanych. Przed
podaniem owego twierdzenia ustalimy oznaczenia oraz wspomnimy o klasach abstrakcji, za
pomoca ktérych dokonamy dowodu. Jezeli dane sa dwie liczby catkowite @ i b, to ich najwigkszy
wspolny dzielnik oznaczamy symbolem
(a, b).
Symbol ten ma sens tylko wtedy, gdy a*+5* > 0.
Jezeli dana jest relacja rGwnowaznosci ,,~" okre$lona w zbiorze X, to klasa abstrakcji tej relacji
wyznaczona przez x € X nazywamy zbiér [x] zdefiniowany nast¢pujgco:
[x]= {yeX: y~x}
Zbidr wszystkich klas abstrakcji danej relacji rownowaznodci okreslonej w zbiorze X oznaczamy
X[~ (zbidr ten nazywamy przestrzenia ilorazowg).
W zbiorze Z wszystkich liczb calkowitych mozemy (przy zalozeniu, ze m # 0) wprowadzi¢
relacje ~ » w nastepujacy sposob:
= {<x, wiml(x—y)}.
Jest to relacja rébwnowaznosci (dlaczcgo 7), wigce dzieli zbior Z na klasy. Sa to tzw. k]asy
modulo m. Latwo zauwazy¢, Ze jezeli wprowadzimy dzialania na klasach:
XIBD) = y+xl, [xlely]l=[y-x],
wowczas system <(Z[~ @, o) jest pierScieniem przemiennym z jednofcia. Podkre$lamy dodatkowo,
Ze zerem naszego piericienia jest [0], a jednoscia [1].
Mozemy teraz przystapi¢ do omobwienia zapowiedzianego twierdzenia.
Oto jego tresc:

[(a,b) = nl<=[nlannlba \,/(ka+fb = n)).

Dowdd: Dla przejrzystosci prowadzonych rozumowan cze$é ,,w prawo™ (=) naszego
twierdzenia rozwaZzymy kolejnodlan = 1in # 1.

1°n = 1. Zajmiemy si¢ najpierw przypadkiem, gdy jedna z liczb a, b jest zerem. Wowczas
automatycznie druga jest jednoscia i wystarczy przyjac k = I = 1.

Obecnie zal6zmy, ze a # 01 b # 0. WprowadZmy relacje ~, i weZzmy pod uwagg zbior:

* U= {[tal, t =1,2...,b}.
Pokazemy, ze
% U= Z|~s.

Przede wszystkim zauwazmy, Ze zbidr U jest b — elementowy — tak jak zbioér Z[~,. Wystarczy
teraz pokazaé, 7e kazde dwie klasy ze zbioru U sa rézne. Zalézmy przeciwnie, ze dla pewnych
i oraz j, i # j, zachodzi
lia] = [jal.
Otrzymujemy :
lialo Lia) = [0),
zatem
[a] o ([I©LiD = [0].
A wiec bla- (i—j).
Z zaloZenia (a, b) = 1 wynika, ze
: bl(i~j).
Zatem i rozni si¢ od j o wielokrotno$é b, co przeczy definicji (*) zbioru U. Sprzecznos¢ ta
przekonujé nas, ze kazde dwa elementy zbioru U sa rézne, czyli Ze U jest zbiorem wszystkich
klas modulo b. Jest to dla nas niestychanie wazne, bo jesli zachodzi (**), to dla kaidej liczby
calkowitej z znajdziemy taka klas¢ [ak], by

[ak] = [z].
Poldéimy z = 1. Mozemy tak dobra¢ liczbg k, by

[ak] = [1],
czyli, by b|(ak—1).
Zatem istnieje taka liczba —/, Ze ak—1 = —Ib,
stad ak+bl = 1.



@

Rozwigzanie zadania M89.

Rozrédniamy dwa przypadki: a) n jest

liczba nieparzysta, b) n jest liczbg parzysts.
8) Niech n = 2k + |, Wowczas przy

pierwszej komendzie uczed z numerem k + |
pozostaje na miejscu, a uczed z numerem J
(=1,2,.., k) zamienia si¢ miejscem

z uezniem o numerze 2k +2—j, Otrzymujemy
wiedy szereg, w kidrym uczniowie stojg
wedlug malejgeych numerdw.

Na drugq komendg uczed o numerze 2k + |
pozostaje na miejscu, uczen zad o numerze {
(i = 1,2, ..., k) zamienia si¢ miejscem

Z uczniem o numerze 2k -+ 1~ 4,

Uezniowie sq leraz ustawieni zgodnie z tredcig
zadania.

b) Niech n = 2k. Przy pierwszej komendzie
uczniowie z numerami | i k+ | pozostaja

na micjscu, & uczen z = 2,3, ..,k
zamienia sig z uezniem o numerze 2k +2—j.
Na drugy komendg uczen o numerze
i(i=1,2, ..., k) zamienia si¢ miejscem

T uczniem o numerze 2k + 1 —i,
Teraz uczniowic 53 tek ustawieni zgodnie
 trescig zadania,

2° Zalézmy teraz, ze (a, b) = n, gdzie n jest dowolna liczba naturalng. Jasne jest, Ze Istnieja

takie liczby « i 8, ze
a=oan A b= fna(x,p)=1.

Na mocy poprzednio udowodnionego faktu mamy dla pewnych & i I:

ka+If = 1.
Mnozac t¢ rowno$¢ stronami przez n otrzymujemy

ka+ib = n.
Przystapimy teraz do drugiej czesci naszego dowodu.
<=. Zaloézmy, Ze n nie jest najwickszym wspolnym dzielnikiem liczb a i b. tzn. Ze jest mniejsze od
(a, b) (wigksze byé nie moze, poniewaz wtedy nie bylby spelniony warunek n|a i n)b). Mamy wiec:

(a,b) =n+p, p>0.
Niech dla pewnych k i [ zachodzi:
ka+1b = n.
Podzielmy t¢ rownos¢ stronami przez n+p:
n
katlff = ———
' 8 n+p

gdzie « i B oznaczaja ilorazy liczb a i b przez ich najwickszy wspolny dzielnik.
Lewa strona otrzymanej rownosci jest calkowita, natomiast prawa nigdy nie jest calkowita,
poniewaz n > 0,
Otrzymana sprzecznosé¢ koficzy dowdd naszego twierdzenia. Wiadomo, ze warunek \/ (ka+1b =
k.l

= n) mozna wypowiedzie¢ inaczej: ,,n jest kombinacja liniowa liczb a i 6. Zatem naszemu
twierdzeniu nadamy taka ,,powazniejsza” postaé:

[(@a+b) = n] <= [nla A nlb /\ n jest kombinacja liniowa liczb a i b].
Liczymy, Zze w wielu problemach, gdzie wystepowaé bedzie najwiekszy wspolny dzielnik liczb
calkowitych, przytoczone tu twierdzenie niejednokrotnie bedzie pomocne.

Rozwigzanie zadania F30,

prowadzamy prostokatny uklad wspélrzgdnych, jak pokazano na rysunku obok. Na pret, w danej chwili czasu,

dzialaja nast¢pujace sily (patrz rysunek):

— sifa ciezkoici, M - g, przy! w srodku masy preta,

— sila reakcji podlogi, V, skierowana wzdlut osi y, preyloiona do dolnego korica preta,

— sila reakcji fciany, T, skierowana wzdluz osi x, przylozona do gérnego konca preta.

Wartosci N | 7 zmieniajg si¢ w czasie,

Ruch preta, jako ciala sztywnego, motemy rozpatrywac jako ruch zlozony z ruchu obrotowego wokdl osi
prostopadiej do plaszczyzny xy i przechodzacej przez drodek masy preta oraz ruchu postgpowego srodka masy preta.
Réwnania ruchu do momentu oderwania si¢ preta od sciany sg postaci:

h ob : ik il s'nut—l'—dm
ruch obrotowy: - z—— €Oos 3 1 = ar
[4))
T=M-ax
Hadleriuieoey: M-g-N=M-a,,
gdzie:
F— jest bezwladnoici preta liczonym wzgledem osi pr dzqcej przez Srodek masy, [ = % M- L3,

w — predkoscia katowg w ruchu obrotowym wzgledem tej osi,
alklad

Ax, Gy — ymi wektlora przyspi ia w ruchu p
Warunkiem przylegania gérnego konca preta do iciany jest wystepowanie sily reakeji T, czyli przyspi ie ox p
byé dodatnie. W momencie oderwania sig konca preta wartosé ax rowna sig 0. N skladowa przyspi i @y,
zgodnie z warunkami zadania i z preyjcta konwencjy wspélrzgdnych, powinna zawsze mied wartodé ujemng.
Poniewaz sily T'i N nie wykonujq pracy, z zasady zachowania energii otrzymujemy cpujicy zwigzek:

CPOWYIm.

M- P2 I w? L L s

S el M 5(-2- —y) =M:g T(I—sma.).

Z faktu slizgania si¢ kodcéw preta po podlodze i po Scianie wynikajg zwigzki migdzy skladowymi predkosci preta

w ruchu postgpowym, a predkodcia kgtowg . Ruch danego korca preta rozpatrujemy jako wynik naloenin si¢ ruchu
postepowego frodka masy i ruchu obrotowego. Poniewaz dolny koniec porusza si¢ tylko wzdluk osi x, a gorny koniec
tylko wzdluz osi ¥ otrzymujemy:

@

w- L m-L
[E)] —Vy= — 3 cos, V= — - sine
N wil3 . "
Stad wynika zaleinoéé: V2 = = Wykorzystujac zasade zachowania energii (2) otrzymujemy zwigzek:
a? [, 1—si
5% = | -sina,
. 2
a nastepnie zaleznosé: L. o) ( fiopits L_) -
z i-g
dw
== oilF;
Stad: as= d_:f; - dl;——- (3sina—2).

. 2
Widaé, e gorny koniee preta oderwie si¢ od dciany, gdy sine = — .
Po aderwaniu sie od sciany roch preta w kierunku poziomym bedzie ruchem jednostajnym z predkoscig

g
Ve =

- ‘L_‘ = ; Ve +L . Natomiast réwnanie opisujace ruch érodka masy w kicrunku pionowym ma skomplikowang
o 3

postac matemalyceng.



