Konstrukcje geometryczne

@®

Rozwigzanie zadania M90,

Drugi z wzordw definiujgcych cigg (sm)

mozemy zapisaé W poOSIaci Smyy = Sm+
m—2

+ ¥ k(m—k=1), a wige (piszemy 3 zamiast

k=1

m=—2)\
5 )s..,. = smt Y km— 3 k(k+1) =
k=1

=smtm k- Tki- Tk =

= sm+(m—1) X k— ¥ &

n n
Poniewaz ¥, k = —; a(n+l), ¥ k2=
k=1 k=1

= -; a(n+1) (2a+1),
WIEE Smi1 = Sm+ %(m— 1P (m—2)—
~ & (m=2) (m=1)2m~3) =
= smt ¢ (m= D)= 2)Gm—3-2m+3) =
= smt ¢ mim=1)(m~2) =

~e (%)

Zauwaimy, #e 5y, = | = (:)

Zaléimy, ie dla pewnego m> 4 jest
m m
m = ( 4). Wowezas sm,y = .;,+( 3) =

- (':) + (?) = (m: l),q:t:n wynika z
latwej do sprawdzenia toisamoidci (:) +
"' ( k:l) . (::tl)

Tak wige przez indukcj¢ udowodniliémy, ze

dlam> 4 jest s, = (:‘)

A Fm

Dr Macieji BRYNSKI

Z konstrukcjami geometrycznymi spotykamy si¢ niemal na kazdym kroku zaréwno
w samej geometrii, jak 1 wszgdzie tam, gdzie geometria znajduje zastosowanie.
Mozna skonstruowac $rodek danego odcinka, mozna skonstruowac tréjkat, gdy
dane sg jego trzy boki, albo gdy dane sa dwa boki i kat migdzy nimi itp.
A czego nie mozna skonstruowaé¢? O odpowiedZ na to pytanie nieco trudniej.
Sprobujemy jednak znalezé te¢ odpowiedz. Musimy w tym celu dokiadnie
sprecyzowac, co bedziemy rozumieli przez konstrukcj¢ geometryczna. Umawiamy
si¢, z¢ mamy do dyspozycji cyrkiel i linijkg. Za pomocg tych przyrzadow mozemy
wykonywac¢ nastgpujgce czynnosci:

a) prowadzi¢ prosta przez dane dwa punkty;

b) wykresla¢ okrag o $srodku w danym punkcie i 0 promieniu réwnym
odlegtoéci dwéch danych punktéw;

¢) wyznacza¢ punkty przecigcia tak wykreSlonych prostych i okregéw.
W wyniku wielokrotnego stosowania tych czynnosci otrzymujemy na plaszczyznie
coraz to nowe punkty, ktore uznajemy za punkty konstruowalne. Przestrzegamy
przy tym surowo umowy, ze wolno wykonywac¢ tylko czynnosci a), b) lub c), nie
wolno wigc np. dla wykreslenia prostych réwnolegltych wykorzystaé faktu, ze dwie
krawedzie linijki pozwolilyby na narysowanie pewnej pary prostych réownoleglych.
Problem, ktdéry nas interesuje, brzmi nastgpujaco: Dane s3 punkty P,, P,, ..., P,
plaszczyzny. Czy dowolny punkt piaszczyzny mozemy uzyskaé w wyniku czynnosci
a), b), c) stosowanych poczatkowo do danych punktéw, a nastgpnie do punktow
danych i otrzymanych w wyniku juz zastosowanych czynnosci a), b), ¢)?
Odpowiedz jest negatywna. Postaramy si¢ znalez¢ kryterium pozwalajace ocenié,
jakie punkty mozna skonstruowa¢. W tym celu rozwazmy na plaszczyznie ukiad
wspotrzednych, przy czym dla wygody przyjmijmy, ze wéréd punktéw danych
znajduja si¢ punkty (0,0) i (1,0). Dla dalszych rozwazan potrzebne nam bedzie
pojecie ciata liczbowego. Cialem liczbowym nazywamy taki niepusty zbior liczb,
ze wynik kazdego z czterech dzialan arytmetycznych: dodawania, odejmowania,
mnozenia i dzielenia (z wyjatkiem dzielenia przez 0) wykonanych na elementach
tego zbioru réwniez jest elementem tego zbioru. Cialami liczbowymi s3 na przykiad:
zbidr liczb wymiernych, zbidr liczb rzeczywistych, zbidr liczb postaci a+ b|/ Z.,
gdzie a, b s3 wymierne itp. Nie sa natomiast cialami: zbidr liczb catkowitych,
zbidr liczb niewymiernych itp. (Czytelnik z pewnoscig bez trudu uzasadni
powyisze stwierdzenia.)
Powrdéémy do plaszczyzny z przyjetym ukladem wspdlrzednych i danymi
punktami, wirdd ktérych sa (0,0) i (1,0). Niech K bedzie najmniejszym cialem
liczbowym zawierajgcym wspoirzedne wszystkich danych punktéw. Okazuje sig,
ze wérod punktéw, ktore mozna skonstruowaé z danych punktéw, sa wszystkie
te punkty plaszczyzny, ktérych wspéirzedne naleza do ciala K. W ten sposéb nie
wyczerpiemy jednak wszystkich punktéw, ktére mozna skonstruowaé. To ostatnie
zdanie uzasadnimy rozwazajgc nastgpujacy przykiad.
Przypusémy, ze dane sg tylko Py = (0,0) i P, = (1,0). Wtedy cialo K jest cialem
liczb wymiernych. Jak skonstruowa¢ punkt, ktérego wspolrzedne sg ustalonymi
z gory liczbami wymiernymi? Wystarczy skonstruowac kazda z tych wspolrzednych
na odpowiedniej osi. Mamy wigc skonstruowaé odcinek, ktérego diugos$¢ réwna
jest ustalonej liczbie wymiernej dodatniej (liczbie ujemnej x odpowiada punkt osi
liczbowej lezacy symetrycznie wzglegdem poczatku uktadu do punktu
odpowiadajacego liczbie dodatniej —x). O ile ta liczba wymierna jest liczbag
naturalng m, to konstrukcja polega na odloZeniu na osi m-krotnie odcinka Py P, .
Dla liczby m/n postgpujemy jak nastgpuje: na pierwszej osi wspoirzednych
odkladamy punkty P, i P, odpowiadajace liczbom 1 i m, rysujemy inng dowolna
prosta przechodzaca przez poczatek ukladu P, i odkladamy na niej kolejno
n réwnych odcinkdw, z ktorych pierwszy ma poczatek w Py.
Eaczymy koniec tego n-tego odcinka z punktem P,, a nast¢pnie do
poprowadzonego tak odcinka rysujemy prosta réwnolegla przechodzacy przez P,
(prowadzenie réwnoleglych jest oczywiscie konstrukcyjnie wykonalne).
Z twierdzenia Talesa wynika, Zze poprowadzona tak prosta przetnie pierwsza o$
wspolrzednych w punkcie odlegtym od P, wlasnie o m/n.
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Wskazemy teraz punkt, ktory mozna skonstruowaé przy danych tylko punktach
Py = (0,0)i Py = (1,0), cho¢ jego wspdirzedne nie beda liczbami wymiernymi.
Rozwazmy mianowicie punkty przecigcia okregu o §rodku w punkcie P,

i promieniu 1 i prostej przechodzacej przez punkty P, = (0,0)i Q@ = (1,1).
Otrzymamy réwnania tych linii
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z ktérych wynika, Ze punktami przecigcia sg 4 = (T ,
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Okazuje sig, ze wyznaczenie wspoétrzednych punkiow uzyskanych w wyniku
konstrukgji, to jest bedacych punktami przecigcia dwoch prostych lub prostej

i okrggu lub dwdch okrggéw, sprowadza si¢ do rozwigzywania réwnan liniowych
lub kwadratowych. Wynika stad, e jesli np. cho¢ jedna wspétrzedna

interesujacego nas punktu jest pierwiastkiem wielomianu stopnia 3 nierozkladalnego
na czynniki stopnia nizszego nad cialem K, to punktu tego skonstruowaé nie mozna.
Podobny wniosek otrzymuje si¢ dla przypadku, gdy cho¢ jedna wspélrzedna
takiego punktu jest liczbg przestepng nad K, tzn. nie jest pierwiastkiem zadnego
niezerowego wielomianu o wspdlczynnikach z K. Te wyniki pozwalaja
odpowiedzie¢ na pytania, ktdre postawili starozytni Grecy.

Chodzi tu o tak zwane konstrukcje platonskie.

1. Kwadratura kola. Problem polega na tym, czy moZna skonstruowa¢ kwadrat

o polu réwnym polu danego kola. OdpowiedzZ jest negatywna, gdyz w przypadku,
gdy promien danego kola wynosi 1, pole tego kola wynosi, jak wiadomo, =,

a wigc bok poszukiwanego kwadratu miatby dtugo$é }/z . Dla rozwiazania

zadania nalezaloby wigc skonstruowaé punkt (7, 0). Okazuje si¢ jednak, Ze liczba

]/:l't Jest przestepna nad cialem liczb wymternych ktére w tym przypadku jest
najmniejszym cialem liczbowym zawierajagcym dane. Oznacza to, Ze nie mozna
metodami konstrukcyjnymi zbudowaé kwadratu, ktdrego pole réwna sie polu
kota o promieniu 1.

2. Podwojenie szescianu. Zadanie to polega na zbudowaniu szescianu o objetosci
dwukrotnie wigkszej od objetosci danego szescianu. Ewentualne wykonanie tego
zadania polegaloby na zbudowaniu krawedzi takiego szescianu. Jesli dany szeScian
ma krawgdz dlugosci 1, to dlugoéc¢ poszukiwanej krawqdzn nowego szescianu

wynosi |/2 Mus1ehbysmy wige zbudowaé punkt (y 2, 0). Konstrukcji tej wykona¢

nie mozna, bo liczba |/2 Jest plerwmstklem wielomianu x*—2 i nie mozZna jej
otrzymac przez rozwigzywanie rownan kwadratowych.

3. Trysekcja kqta. To zadanie polega na konstrukcyjnym podziale danego kata

na trzy réwne czgéci. Zauwazmy najpierw, Ze dla pewnych katéw konstrukcje

t¢ mozna wykona¢ bardzo fatwo; Czytelnik z pewnoscig potrafi zbudowa¢ trzecia
czg$¢ kata prostego (proszg dokladnie opisa¢ konstrukcje!).

Pokazemy, ze na przyklad kata 60° nie moZna konstrukcyjnie podzieli¢ na 3 réwne
czgSci. W tym celu zauwazmy, Ze mozna skonstruowaé kat ¢ wtedy i tylko wtedy.
gdy mozna skonstruowaé punkt (cos¢,0). Ze wzoru
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cos 3p = 4cosPp+3 cosg
zastosowanego do ¢ = 20° otrzymamy:

cos 60° = 4 cos320°—3 cos 20°,
wiec
1
2 3
co oznacza, ze cos 20° jest pierwiastkiem wielomianu
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Wielomian ten, jak nietrudno si¢ przekona¢, nie ma pierwiastka wymiernego,
skad wynika, ze zaden jego pierwiastek nie moze by¢ otrzymany przez
rozwigzywanie tylko rownan kwadratowych. Oznacza to, Zze kata 20° nie mozna
skonstruowac za pomocg cyrkla i linijki.

(Proponujemy Czytelnikom poréwnanie powyzszych rezultatéw z zadaniem M22,
Delta 8, 1974)
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