
o paradoksie przyspieszen
••W obliczeniach byl blad."
Stanislaw Lem, Eden.

Dr Marek Artur ABRAMOWICZ

W tym artykule chce przedstawic pewien paradoksalny wniosek wynikajacy z ogólnej teorii
wzglednosci. Najego trop wpadlismy przypadkowo. Dwa lata temu pracowalismy wspólnie z Piotrem
Lasota i Bozena Muchotrzeb (wówczas jeszcze studentka fizyki) nad problemem dotyczacym
istnienia rozwiazania równan Einsteina opisujacych pewne obracajace sie cialo. Pewnego dnia
Bozena przyniosla nam wyniki rachunków, nad którymi siedziala cala noc. We wzorach

powtarzala sie stale liczba2 yJ/27 .•.To nie moze byc dobrze - powiedzial jeden z nas zartem-

takie liczby jak 2y"3/27 nie moga sie pojawiac w rozsadnych teoriach".

Próbowalismy obalic wyniki Bozeny wymyslajac rózne ich konsekwencje i szukajac wsród nich
zupelnie bezsensownych. W ten sposób odkrylismy paradoks przyspieszen i uznalismy na jego
podstawie, ze w rachunkachjest blad. Jednak po dalszych rachunkach i dluzszym namysle
przekonalismy sie, ze paradoks przyspieszen mozna wytlumaczyc. Wytlumaczenie to znajdziecie
dalej.

Wyobrazmy sobie wiele statków kosmicznych, krazacych z róznymi,
ustalonymi predkosciami katowymiDl, Dz, D3, ••• po pewnej
orbicie kolowej wokól planety o masieM. Jezeli promien orbity
wynosi R, to przyspieszenia nadawane przez sile ciezkosci sa równe
dla wszystkich statków i wynoszaGM/Rz (przez G oznaczylismy
stala grawitacji). Tymczasem statki poruszajace sie po tej orbicie

z predkosciami katowymiDl' Dz, D3, .•.• musza miec przyspieszenie
dosrodkowe wynoszaceRDr, RDj, RDi, .... Statek, którego
predkosc katowa równa jest

Do = .•r GMfi R3

porusza sie ruchem swobodnym; wszystkie inne statki, dla których
D # Do, musza miec wlaczone silniki (Rys. l).

A oto paradoks:

Q=~

Najzabawniejszym momentem tej historii jest to, ze Bozena istotnie

popelnila blad w rachunkach - gdyby nie on, nie odkrylibysmy
prawdopodobnie nigdy tego paradoksu.

Rys. l

Cialo poruszajace sie po okregu ze stala

szybkoscia ma w ukladzie inercjalnym

przyspieszenie dosrodkowe RDz. W ukladach

nieinercjalnych otrzymujemy inne wartosci
przyspieszenia. I tak np. gdy ze srodka

okregu sledzimy wzrokiem cialo krecace
sie z predkoscia katowaD, to nie

postrzegamy :Ladnego ruchu tego ciala _

w takim ukladzie odniesienia przyspieszenie
(i predkosc) jest równe zeru (przyp. red.).

Zaliczenie przez Autora filozofii do

pseudonauk jest calkowicie sprzeczne
z pogladem redakcji na te sprawe (przyp. red.).

Powiedzmy, ze pasazerowie jednego z tych statków (A) chca zmierzyc z jakim przyspieszeniem
porusza sie wzgledem nich inny statek (B). Sa oni bardzo skrupulatni i wierza tylko w takie
pomiary, które moga sami sprawdzic. Na powierzchni planety sa dobrze widoczne punkty
odniesienia, na sklepieniu nieba widac gwiazdy, bez trudu mozna wiec zmierzyc wlasna predkosc
katowa· Obustronna lacznosc radiowa pozwala zapytac, jaka jest predkosc katowa statku (B).
Astronauci ze statku A wiedza wiec, ze róznica predkosci katowych miedzy ich statkiem
a statkiem B wynosiw = DB-D!l.. Wiedza oni takze, ze kraza wraz ze statkiem B po orbicie
kolowej w odleglosci R od srodka planety. Poniewaz znaja prawa kinematyki, obliczyli
korzystajac z tych danych, ze wzgledne przyspieszenie wynosiWZ R. Nie sa jednak zadowoleni
z tego wyniku .. \

"Nie wiemy, czy planeta rotuje. Nie wiemy, czy Wszechswiat rotuje. Gdyby tak bylo, nasze
wyznaczenie predkosci katowej mogloby byc zupelnie falszywe. Nie widzielismy aparatury
pomiarowej na statku B i nie wiemy, czy funkcjonuje ona nalezycie. Poniewaz nie mozemy takze
w zaden sposób skontrolowac wyników pomiarów wykonanych na statku B, nie mozemy miec
pewnosci, ze sa one prawidlowe."

Watpliwosci astronautów ze statku A oraz ich pedanteria moga wydac sie przesadne. Sa to jednak
watpliwosci nalezace do pewnych podstawowych regul uprawiania nauk przyrodniczych.
przyrodnicy (fizycy, astronomowie, biolodzy, chemicy) nie opieraja sie w swych badaniach na
przekonaniach, lecz na fak~ach, na sprawdzonych faktach (to podejscie rózni nauki przyrodnicze
od takich tworów ludzkiego intelektu jak filozofia, demonologia czy glosna obecnie
parapsychologia).
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gdzie; = (rl+1-rl)/.11, ;"= (;1+1-r;)/.11 oraz.11 = 11+1-1•.
Poniewaz astronauci dokonuja wszystkich pomiarów w momencie

tykniecia ich zegara, odstep pomiedzy dowolnymi kolejnymi
tyknieciami, np. 110311i 110312jest staly i wynosi ,11. Podobna tablice
uloza oni takze dla wyników uzyskanych za pomoca teodolitu

Tak wiec astronauci ze statku A planuja wykonanie nastepujacego
eksperymentu: w bardzo krótkich odstepach czasu 10, 11, 12, ...
wyznaczanych na swoim zegarze beda mierzyli radarem

odleglosciro, rl, r2, ... dostatku B oraz teodolitem katyrpo,rpl, rp2,... ,
jakie"tworza kierunki na statek B z dowolnie obranym kierunkiem
w plaszczyznie orbity. Zegar, teodolit i radar statku A byly wielokrotnie
sprawdzane przed eksperymentem i astronauci ufaja w rzetelnosc
dokonywanych z ich pomoca pomiarów. Niezaleznie od tego, istnieja
na tym statku inne komplety zegar - radar - teodolit, na których
takze wykonywane sa przez kogo innego pomiary. Wyniki pomiarów
ze wszystkich kompletów sa nieustannie porównywane.
Po wykonaniu pomiarów astronauci zbuduja tablice

12 1310 11

y

z

10111213
Rys. 2 rprporplrp2rp3

rp

rporplrp2rp3
..

........
rp

rporplrp2rp3

Róznica miedzy ilorazami róznicowymi
w tabelach i pochodnymi jest rzedu nizszeao
niz .dr i dazy do zera, ady .dr ...•o.
W pomiarach zawsze operujemy skonczonymi
choc mozliwie bardzo malymi odstepami
czasu. Zastapienie we wzorach ilorazów
róznicowych (wyników eksperymentów)
pochodnymi wprowadza blad rzedu .dr,
jezeli tylko odpowiednie pochodne istnieja.
W teoriach fizycznych zaklada sie zawsze,
ze wystepujace w nich funkcje sa ciaale
i gladkie wszedzie tam. gdzie nic istnieje
zadna .,fizyczna" przyczyna nieciaglosci
funkcji lub jej pochodnej (przyp. red.).

gdzie ~l i ;Pl sa okreslone podobnie jak ~l i "1. Dane te posluza astronautom do wyznaczenia
przyspieszenia wzglednego. Beda to oni robic w nastepujacy sposób: Niech osieOy, Oz
prostokatnego ukladu wspólrzednych beda umieszczone tak,jak na Rys. 2. Mamy wiec:

z = rsinrp,
y = rcosrp.

Mozna stad latwo obliczyc, ze

z = ;sinrp+ ~rcosrp; z' = sinlp(i:-r~2)+coslp(2'~+r~),

y = rcoslp- lprsinlp; y = COslp(~-"r~2)-sinlp(2;~+r;P).
Kropka nad litera oznacza taka sama operacje jak w tabelach. Poniewaz dlugosc wektora

przyspieszenia, która oznaczymy przeza, równa jest (z twierdzenia Pitagorasa)a = (~2+y2)1/2,
wiec:

r-. (.. 1 .. )2a = V ('~rlp2)2+4 rrp+ Trrp .

Pozwólmy astronautom zajac sie pomiarami, a sami spróbujmy
obliczyc ich rezultat (Rys. 3).
Z rysunku widac, ze

wl

rp =T'
z wl

r = 2Rcos-.
2

Mamy zatem

Oczywiscie astronauci nie otrzymujawzoru na przyspieszenie
ale wartosc przyspieszenia(liczbe, np. 3,503 m/s2) w kazdej chwili czasu.

{( w2R wt wt (2)2a= - -2-coST- 2RcosT'4 +

( w2R wt )2}1/2+4 -2-sinT =w2R.
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Wstawiajac to do wzoru na przyspieszenie otrzymamy:y

Rys. 3
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Jak juz pisalem, paradoks ten wymyslilismy
wspólnie z Piotrem Lasota. Przedstawialismy
go wiciu naszym kolegom i znajomym,
wsród których znalezli si~ wybitni fizycy
z róznych krajów. Wszyscy w pierwszej chwili
twierdzili, ze to bzdura.

W teorii wzgl~dnosci nic ma istotnej róznicy
mi~dzymasa i energia ciala(E = me').
Kazde cialo poruszajace sie, a wiec
i promieniowanie elektromagnetyczne (fotony),
ma pewna masei zgodnie z teoria grawitacji

podlega dzialaniu sil przyciagania
grawitacyjnego. Promienie swietlne z gwiazd
przcchodzac w poblizu Slonca odchylaja
swój bieg podobnie, jak komety tylko
znacznie slabiej. Gdybysmy mas~ Slonca
zwi~kszyli100000 razy lub jego promien
zmniejszylido kilku kilometrów, to
swiatlo zacz~loby krazyc po orbicie
okoloslonccznej jak zwykla planeta. Swiatlo,
za pomoca którego ogladamy inne statki
i mierzymy odleglosci od nich, krazy bez
konca po okr~gu. Z punktu widzenia statków
na orbicie okrag ten jest wi~c prosta i ruch
po okr~gu staje si~ jakby ruchem
jednostajnym po prostej. Nic jest to jednak
taki zwykly ruch po prostej. Kazdy statek
widzimy równoczesnie jako doganiajacy nas
od tylu i uciekajacy do przodu. Zastanówcie
si~co si~ dzieje, gdy statek nas mija I
(przyp. red.l.

Rys. 4

M. A. Abramowicz, J. P. Lasota,Note on

a Paradoxieal Property o/ the

Sehwarzsehild Solulion,Acta Phys. Polon.,
Vol. BS (1974), No 2, str. 327. Tam tez
odsylamy Czytelników orientujacych si~
w teorii wzgl~dnosci,którzy chcieliby poznac
szczególy.

To, co teraz powiem, wyda sie wielu sposró~ Was zupelna bzdura. Prawdopodobnie wszystkim,
którzy o tym jeszcze nie slyszeli. Przygotowanie z fizyki nie ma tu nic do rzeczy. Nazwe to
paradoksem przyspieszen. Otóz twierdze, zejest rzecza mozliwa, iz w pewnej sytuacji astronauci
ze statku A wyznacza dla wszystkich statków kosmicznych krazacych wraz z nimi po orbicie
kolowej dokladnie to samo przyspieszenie:Wiecej: bedzie to przyspieszenie równe zeru!
Powiecie, ze nie jest to mozliwe. Obliczylismy przeciez, ze wzgledne przyspieszenie równe jest
wZR, tzr,. zalezy od róznicy predkosci katowej statków. Znikac zas moze tylko wtedy, gdy
w = O (bo R # O). Zgoda, obliczylismy ale astronauci nieobliczaja, lecz mierza przyspieszenia.

Nasze rachunki sluszne sa tylko wtedy, jezeli dokladnie równowazne sa pomiarom radarowym.
Tak jednak nie jest, a przynajmniej tak byc nie musi. Chwila zastanowienia wystarcza, aby
zrozumiec, ze przedstawiony wyzej rachunek opiera sie na dwóch zalozeniach:

(a) Szybkosc rozchodzenia sie sygnalów radarowych jest nieskonczenie wielka, albo
przynajmniej tak wielka, ze mozna ja w praktyce uznac za nieskonczona·

(b) Sygnaly radarowe rozchodza sie po liniach prostych.

Oba te zalozenia przyjmowane sa przez newtonowska teorie grawitacji i odrzucane przez ogólna
teorie wzglednosci. Wiemy tezz doswiadczenia,ze nie sa one sluszne w swiecie, w którym zyjemy.

Wyjasnienie paradoksu przyspieszen jest teraz zupelnie proste. Wystarczy powiedziec, ze zgodnie
z ogólna teoria wzglednosci swiatlo (a wiec i sygnaly radarowe) moze krazyc po kolowej orbicie
o promieniu

3GM
R = R, = --2-' (c jest predkoscia swiatla),c

wokól ciala, którego promien jest mniejszy nizR,. Zastanówmy, sie, jak bedzie wygladal
eksperyment radarowy na orbicie Il.= R, (Rys. 4). Otóz sygnal wyslany przez A odbije sie od
B i powróci dokladnie z tego samego kierunku, w którym zostal wyslany w chwilito,

niezaleznie od tego, gdzie znajduje sie statek B. Zatem ~= ~ = O. Nie ma zmiany kierunku!

Podobnie latwo mozna sie przekonac, ze na orbicieR = R, takze

;.= O. Rzeczywiscie, odleglosc pomiedzy A i B mierzona jest teraz

nie po cieciwie AB (nie ma sygnalów poruszajacych sie po cieciwie),

lecz po luku AD . Jest ona oczywiscie proporcjonalna do czasu

r = wa.t

pomiedzy wyslaniem a odebraniem sygnalu. Wspólczynnika. nie moze
zalezec od czasu, poniewaz oznaczaloby to, ze odleglosc miedzy
dwoma ustalonymi punktami na okregu zmienia sie w czasie.

Zatem; = wa., ;: = O. Wstawiajac rp = ;p = O i r' = wa., r = O

do wzoru naa dowodzimy tym samym, zea = O.

Warto chwile zastanowic sie nad tym wynikiem:
Jezeli A i B poruszaja sie z róznymi predkosciami katowymi,
to oczywiscie beda oni spotykali sie regularnie co pewien czas. Mimo
to ich wzgledne przyspieszenie jest zawsze równe zeru!!!

Paradoks przyspieszen nie ma zapewne glebszego znaczenia ani teoretycznego, ani praktycznego.
Zdecydowalismy sie na jego przedstawienie, poniewaz doszlismy do wniosku, ze mozna na jego
przykladzie pokazac, jak bardzo moze zawodzic nas intuicja i tzw. zdrowy rozsadek. Jezeli
bardzo wielu bardzo madrych ludzi wierzy w postrzeganie pozazmyslowe lub w to, ze
przyspieszenia statków kosmicznych o róznych predkosciach katowych sa rózne, to trzeba
pamietac, ze wiara taka nie stwarza faktów. Dla fizyka wazne jest to, co pokazuja zegary,
teodolity i radary.

17


