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' jawiska nieliniowe w fizyce

Wigkszos¢ zjawisk fizycznych opisywana jest przez réwnania liniowe. Wiasnoséci takich rownafi
sa najlepiej zbadane. Opracowano bardzo rozbudowany aparat matematyczny shuzacy do ich
analizy. Na wynikach odpowiednich teorii oparte sa nasze intuicje, pomocne przy rozwiazywaniu
probleméw. Nawet w wypadkach, gdy wyjéciowe rownania maja strukturg nieliniowa, to zwykla
procedura polega na szukaniu rozwiazan w postaci malych odchylen od pewnego stanu
rownowagi, opisywanych przez rownania liniowe. Tak wiec przenosimy nasze intuicje liniowe

na problemy nieliniowe. Okazuje si¢ jednak, Ze jest to nicbezpieczne i w wielu przypadkach
rozwoj ukladu nieliniowego moze by¢ kranicowo roZny od zachowania odpowiedniego ukladu
zlinearyzowanego.

Nalezy przesledzi¢ zasadnicze réznice pomiedzy ukladem liniowym a nieliniowym. Podstawowymi
wlasnosciami uklad6éw liniowych sa: twierdzenie o jednoznacznosci oraz zasada superpozygji.
Twierdzenie o jednoznacznofci orzeka, ze dane réwnanie uzupetnione odpowiednimi warunkami
brzegowymi (poczatkowymi) ma dokladnie jedno rozwiazanie. Twierdzenie to jest tez sluszne
dla pewnych rownan nieliniowych (patrz H. Kolakowski «Deita» 6/1975). Zasada superpozycji
jest wlasnoscia silniej zwigzana z liniowoscia ukladu. Rozumiemy ja nastgpujaco: jezeli Fy i F,
oznaczaja dwa rozwigzania naszego problemu (oczywiscie odpowiadajgce innym warunkom
brzegowym), to kazda kombinacja liniowa postaci aF; +bF; (a, b dowolne stale) jest takze
rozwigzaniem naszego rownania (lub uktadu rownan). Dobrym przykladem ilustrujacym te
zasade jest zjawisko interferencji fal. Wyobrazmy sobie powierzchnig stawu z dwiema trzcinami
rosngcymi odpowiednio w punktach 4 i B. Przyjmijmy, Ze wiatr porusza tylko trzcing rosnaca
w A. Na powierzchni rozchodzi¢ sig beda koncentryczne kregi o srodku w A. Odleglosci miedzy
kregami (dlugosc fali) zaleza od czestoéci drgan naszej trzciny. Podobny obraz otrzymamy, gdy
drgaé bgdzie tylko druga trzcina. Dla prostoty przypomnijmy, Ze obie trzciny majg t¢ sama
czestosé drgan. Obraz, ktory otrzymamy, gdy obie trzciny beda drgaly jednoczesnie, jest wynikiem
nalozenia sie obu drgan na siebie (zasada superpozycji) i jest zupelnie rézny od obrazu fal
kolistych. Otrzymamy odpowiednic wzmocnienia i ostabienia fal (interferencja) wzdiuz linii
daleko od trzcin przechodzacych w proste.

Jak juz wspominalisSmy, w przypadku ogélnym réwnania nieliniowe nie maja powyzszych
wlasnosci i dlatego analiza tych réwnan jest duzo trudniejsza. Pomimo wszystko pewne klasy
takich réwnan zostaly rozwigzane i przedyskutowane. Mozna nawet mowié¢ o tym, ze ostatnio
rownania nieliniowe staly si¢ modne. Ten fakt usprawiedliwiaja pewne bardzo ciekawe wiasnosci
ich rozwiazan. Checemy tutaj omowié pewne wybrane rownania nieliniowe. ktore maja ciekawe
wlasnosci, a poza tym opisuja pewne zjawiska fizyczne. Zaczniemy od przykiadu najlepiej
zbadanego rownania. Rownanie to nazywane rownaniem Kortewega-de Vriesa (w skrocie KdV)
opisuje rozchodzenie si¢ fal na wodzie w plytkim kanale. Mozna je zapisa¢ w postaci:
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(€] Ty Vix, 1)+ V(x,1) =y Vix, 1)+ 7 Vix,1) =0,

gdzie  oznacza czas, x za$ polozenie. ¥(x,r) jest wychyleniem powierzchni cieczy od poziomu
réwnowagi. Przy dyskusji naszego rownania ograniczymy si¢ do klasy rozwigzan, ktore znikaja
wraz ze wszystkimi pochodnymi gdy x —+ + o0, dla dowolnego ¢. Takie rozwigzania nazywac
bedziemy lokalizowalnymi. W tej klasie rozwigzan mozna udowodni¢ jednoznaczno$¢ rozwiazania
problemu poczatkowego. Oznacza to, Ze istnieje tylko jedno rozwigzanie, ktore dla + = 0 jest
rowne danemu warunkowi poczatkowemu.

Na poczatek rozpatrzymy pewng szczegolng podklasg rozwiazan, ktora opisuje falg o ustalonym
ksztalcie przemieszczajaca sie ze stalg predkoscia c.
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Inaczej mowiac szukamy rozwigzas, o ile takie istnieja, w postaci
@ V(x, ) = F(x—ct).
Podstawiajac t3 zaleznos¢ do rownania KdV otrzymujemy

(3) ¢ Fi 1)+ F( ¢ Fi L
ca_.r (x—ect) "‘“)E (x—ect)+ Py

F(x—ct)=0

Oznaczajac y = x—ct i korzystajac z twierdzenia o réiniczkowaniu funkcji ziozonej, rownanie
to przepiszemy w postaci:
a

d d d
—c— F(y)+ — FO)+ —= F(») =
ity F(») 5 (62 e (67
Zauwazmy teraz, ze rOwnanie nasze mozna tez napisaé w postaci:
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lim F(3) = Teraz scalkujemy obie strony tego rownania wzgiqdem » w granicach od — oo do z:
i 2

= 0.
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W ten sposob sprowadzili$my réwnanie rzgdu trzeciego do rownania rzedu drugiego. Teraz

d
mnozac stronami przez % F(z) i znéw calkujac w granicach od — co do y dostajemy

1 d 2
(6) —cF*(y)+ —F*()+ —F(.v)] =

3 dy
Rownanie to jest juz rzedu pierwszego i przez bezposrednie catkowanie mozna je rozwiazaé.
Wygodniej jest jednak dokona¢ nastepnego podstawienia

@) F(y) = G™*(y),
skad otrzymujemy

“d d
(® TF()') = —=2G673(»)— G(»).
y dy
Podstawiajac do rownania (6) otrzymujemy:
) ~6640)+ 5 60 +46-°0) 56| 0.

lub w prostszej postaci

G
10) —cG’(y)+ [ i |

Roéwnanie (10) przepiszemy teraz w postaci wygodnej do dalszych przeksztalcen.
1 460 _ Ve

1 dy
]/G’(y)— 5

Skorzystajmy ze wzoru na pochodna funkcji odwrotnej do funkcji cosinus hiperboliczny

an

d x |
a2 < Arcosh (_) = 1.
dx * Vxi—a?
i przepiszmy rownanie (11) w postaci
d — Ve
(13) EAmc:sh(;/ 3¢6O) =5

Calkujac (juz po raz ostatni) wzgledem zmiennej y w granicach od 0 do z otrzymujemy -
ostatecznie wynik
Ve
2

(14) Arcosh(}/ 3¢ G(z))— Arcosh(y 3¢ G(0)) =

Z.,

Dla pelnego okreslenia funkcji G(z) potrzebna jest znajomosé jej wartosci w punkcie z = 0.
W tym celu nalezy zalozyé co$ o wartosci funkcji F(z). Poniewaz wiemy, ze funkcja F(z) znika,
gdy z —+ * 00, wigc, jesli nie znika tozsamosciowo, to musi dla jakiego$ zp przyjmowac

Fi
ekstremum. Przyjmijmy wige z, = 0. Wtedy dd(:) =0, a z rownania (6) znajdujemy
z2=0
(15) F(0) = 3¢
Mozemy teraz obliczy¢ wielkos$¢é G(0) = —'?—1-3:—.
C
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| obliczone z réwnaria
(T KdV

\
~Zaburzenie poczqtkowe

czas

Powstawanie solitonéw na wodzie,
Poréwnanie rozwigzania réwnania KdV
z doswiadczeniem.

W teorii liniowej zaburzenie o dowolnym
ksztalcie moze by¢é traktowane jako
superpozycja fal o réinych czgstodciach

( ka falowa). W wick ici odrodkd
(oérodki dyspersyjne) fale o réinych
czestosciach rozchodzg sig z roing predkoscia
(ziawisko dyspersji predkosci). Tak wigc
podczas ruchu paczki falowej réine skladowe
majgq odmienne predkodci i zaburzenie zmienia
swoj ksztalt (rozplywanie si¢ paczki falowej).
Zach ier igzania réwnania KdV jest
diametralnie réine, choé¢ powierzchnia wody
jest osrodkiem dyspersyjnym.

Oddzialywanie solitonéw obliczone
z réwnania KdV.
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zaburzenie geslosci eleklrondw

droga
Krzywe doswiadczalne opisujgce zderzenie
solitonéw w plazmie. Zjawisko to opisywane
jest 1o iem nieco innym ni ré ic KdV.

Poniewaz Arcosh (1) = 0, wzor (14) przybiera postaé

(16) Arcosh()/3c G(z)) = l/zf- z,

lub w formie rownowaznej (korzystajac z definicji funkcji odwrotnej)

(17 V3cG(2) =cosh(% )
Tak wigc po diugich rachunkach znaleZliSmy ostateczng postaé funkcji F(y):
(18) FO) = L — L S e

cosh? (]/;_c y) cosh? [Tc (x—et)

Rozwiazanie to ma szereg cickawych wlasnosci. Jego ksztalt przypomina samotne wzniesienie,
ktore w calosci porusza si¢ z lewa na prawo z predkoscia e. Ze wzgledu na swoj ksztalt oraz fakt,
Ze nie zmienia si¢ on w czasie ruchu, rozwiazanie to nosi nazwe solitonu. Nazwa ta pochodzi

od angielskiego terminu ,,solitary wave”, co oznacza samotnag falg. Najbardziej frapuje fizykow
fakt, ze pomimo zjawiska dyspersji (patrz dyskusja na marginesie) soliton nie rozplywa sie

i wykazuje wlasnosci trwalego obiektu fizycznego, zeby nie powiedzieé trwalej czastki. Jest rzecza
ciekawa, Ze soliton Zostal zaobserwowany w naturze po raz pierwszy w roku 1834,

a dopiero w roku 1895 opisano go teoretycznie. Bardzo ciekawa wlasnoscig naszego solitonu

jest zlokalizowanie w poblizu maksimum. Na odleglo$ciach od maksimum wigkszych

od kilku x° = 2/)/¢ (nalezy tu wyjasnié, ze od poczatku pracujemy w bezwymiarowym

ukladzie jednostek) amplituda solitonu praktycznie zanika. Mozna wigc uznac, ze soliton

nie znika jedynie na ograniczonym odcinku. Ostatnia cieckawa wilasnoscig solitonu jest

zaleznos¢ amplitudy od predkosci: im wyzszy soliton tym szybciej si¢ porusza. Ostatnio, na
poczatku lat sze$c¢dziesiatych, wzrosto zainteresowanie rownaniem KdV w zwiazku z réznymi

od hydrodynamiki zastosowaniami (fizyka plazmy oraz teoria fal anharmonicznych

w krysztalach). Zaobserwowano (z poczatku przy pomocy rachunkéw na maszynach cyfrowych,
a nastepnie rozwiazan analitycznych), ze jesli w chwili poczatkowej dwa solitony byly daleko od
siebie tak, Ze jeden z nich znajdowal si¢ w miejscu, gdzie amplituda drugiego byla praktycznie
rowna zeru (tylko w takim wypadku mozna méwié o oddzielnych solitonach), to ewolucja
rozwiazania miala nastg¢pujacy przebieg: Soliton szybszy (ktory powinien znajdowac si¢ na
poczatku po lewej stronie) dogania soliton wolniejszy, nastepnie oba solitony mieszaja si¢
zatracajac oczywiscie w tym momencie swoja charakterystyczna forme¢. Po pewnym czasie

w ukladzie mozna zobaczy¢ takie same solitony jak w poczatkowym stadium ewolucji, jedynie

z t3 tylko réznica, Ze soliton szybszy jest teraz po prawej stronie i ucieka do solitonu wolniejszego.
Podobne zjawisko zaobserwowano do$wiadczalnie przy oddzialywaniu fal w plazmie. Na rysunku
na marginesie pokazano wyniki tych pomiaréw. Wynik ten mozna interpretowa¢ podwojnie:
Albo soliton szybszy przechodzi bez oddzialywania przez drugi soliton, albo solitony zachowuja
si¢ jak twarde kule o tej samej masie. Przy jednowymiarowym ruchu dwu doskonale

sprezystych kul podczas zderzenia kula szybsza przekazuje swoj ped kuli wolniejszej i po prostu
zamieniajg si¢ one predkosciami (bez przenikania). Jak juz wspomnialem, znana jest analityczna
posta¢ takiego dwu-solitonowego rozwigzania (nawet postaé n-solitonowego). Oczywiscie
rozwigzanie otrzymuje si¢ w sposob duzo bardziej skomplikowany niz w przypadku rozwiazania
jednosolitonowego. Podamy tutaj posta¢ rozwiazania opisujacego dwa solitony o predkosciach
odpowiednio rownych 16 i 4.

3+4cosh(2x—81)+ cosh(4x— 64¢)
{3cosh(x—28¢)+cosh(3x— 361)} *

Przez podstawienie moZemy sprawdzic, ze wyrazenie (19) spelnia réwnanie (1). Wykreslajac te
funkcje dla réznych chwil 7 latwo sig przekonac, Ze przedstawia rzeczywiscie opisana uprzednio
ewolucje dwu solitonow.

Zastanéwmy si¢ teraz nad wlasnoscia superpozycji w przypadku réwnania KdV. Latwo zauwazyé,
e jezeli dwa rozwiazania rownania KdV maja rozdzielne noéniki (nosnik oznacza zbiér punktéw,
w ktorych funkcja nie znika) to suma rozwigzan jest rozwiazaniem (po prostu wtedy iloczyn dwu
roznych rozwigzan jest rowny zeru). Tak wigc ograniczona zasada superpozycji jest spelniona.
Oczywiicie w obszarze oddzialywania (gdy noéniki poszezegéinych rozwiazan maja cze$é wspolna)
rozwigzanie nie jest superpozycja solitonéw. Tak si¢ sklada, ze solitony praktycznie maja
ograniczone nosniki i dlatego mozna bylo mowic o wielosolitonowych rozwiazaniach.
Omowilismy tutaj kilka wlasnosci rozwigzan rownania KdV, ktore wynikaja z jego nieliniowego
charakteru. Sa to: posta¢ solitonowa rozwigzan (niezmiennoé¢ ksztaltu), lokalizowalnos¢ oraz
niezniszczalno$¢ solitondw podczas oddzialywania. W teorii liniowej skonstruowanie obiektow

o powyzszych wlasnoéciach byloby niemozliwe. Chcialbym tu dodaé, Ze znanych jest jeszcze kilka
rownan, ktorych rozwiazania maja podobny charakter.

Oczywiscie omowione powyzej cechy rownan nieliniowych nie s3 jedynymi mozliwymi.

W kolejnym artykule postaram si¢ opisa¢ bardzo ciekawe wiasnosci innych rownan tego typu.

(19) F(x,t)=T72




