Dr Wiestaw SZLENK

zeregi Fouriera

Juz w szkole podstawowej spotykamy sie z funkcjami sin x i cosx. Pojawiaja si¢ one jako
narzedzie do obliczania wartosci roznych elementow trojkata, jak np. diugosci bokow, katow itp.
Zastosowanie tych funkcji w matematyce jest nieporéwnanie szersze. Celem niniejszego artykutu
jest naszkicowanie podstaw pewnej teorii, bgdacej zastosowaniem funkcji sinus i cosinus do
analizy matematycznej. Teoria ta nosi nazwe teorii szeregdw Fouriera (od nazwiska jej tworcy —
francuskiego matematyka i fizyka J. Fouriera, 1768-1830). Stala si¢ ona $wietnym narzedziem do
rozwiazywania rownan opisujacych rozchodzenie sig ciepla, oraz analizy drgan sprezystych, ale

to juz calkiem inna historia, warta przedstawienia w odregbnym artykule.

Bedziemy rozwazaé funkcje cos nx i sin nx na odcinku (—z, 7); argument x jest tutaj liczbg
rzeczywista niemianowang (katy mierzymy w mierze lukowej). Niech m i n beda dwiema
dowolnymi réznymi liczbami naturalnymi. Korzystajac z tozsamoscei trygonometrycznych

—

sinmx cosnx = 3 [sin(m— n)x+ sin(m+ n)x]
i . 1
sinmxsinnx = iy [cos(m— n)x— cos(m+ n)x],
1

COSMXCOSNX = £ [éos(m—n)x+ cos(m+mn)x]

tatwo sprawdzi¢, ze zachodza nastgpujace réwnosci:

T m n n
(1a) s cosnxdx = is:‘mur =0, S sinnxdx = icosux =0,
—n L —a —-n " —-n
kg 1 n
(1b) S cosmxsinnxdx = 7 S [cos(m— n)x+sin(m+n)xldx = 0,
—_n —n
b l b4
(1c) S cosmxcosnxdx = E"S [cos(n+m)x +cos(n—m)x]dx = 0,
- -z
Ed 1 k24
S sinmxsinnxdx = o S [cos(m+ n)x—cos(m—n)x]dx = 0,
—-— —n
Tt n n
(1d) S cos?nxdx = S -li.;—zn—x- dx = [i x— isin 2nx] =
-z —a —n

g kg n
s sin?nxdx = 5 (1—cos?nx)dx = S 1dx— s cos’nxdx = 2n—7m = .

-2 - L] —x

H

W analizie matematycznej uklady funkcji fi (x), x € (@, b), n = 1, 2, ... o nastgpujacej
w lasnosei:

b

{/ufs(x)dx =0 dla n# m,

a

na¥y wamy wkladami ortogenalnymi na odcinku (a, b). Tak wigc sprawdzilimy, ze ukiad funkcji:
1, cos x, sin x, cos 2¥, sin 2x, ..., COS Ax, Sin nx, ... jest ukladem ortogonalnym na odcinku
(— =, 7). Przez analogie do wielomianéw zmiennej rzeczywistej, funkcje postaci

Tu(x) = ag+a;cosx+bysinx+azcos2x+ basin2x+ ... +a,cosnx+b,sinnx

nazywamy wielomianami trygonometrycznymi n-tego stopnia. W ni_niej‘szym artykule zajmiemy
sie funkcjami nieco ogélniejszej postaci, a mianowicie takimi funkcjami f(x), ktore daja sig
przedstawic¢ jako suma szeregu:

2 f(x) = ag+ E (ascosnx + by, sinnx)

n=1

i dla ktérych szereg ten jest zbiezny w kazdym punkcie x € (— 7, ). Szereg stojacy po prawej
stronie rownosci (2) nosi nazwe szeregu Fouriera funkcji f(x).
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Twierd: ie to for luje si¢ dla funkcji f(x)
calkowalnych w sensie Lebesgue’a. Jezeli
Czytelnik nigdy nie spotkal sig z tym pojeciem,

n
niech traktuje calke i f3(x)dx wtakim sensie,

jaki zna.,

o n
Dowodzi sie, ze jezeli § fH(x)dx < + o0, to dla kazdej funkcji g(x) takiej, ze | g2(x)dx < +00,
—% —x

bez wzgledu na zbieznosc szeregu (2) zachodzi rownosé:

5 f(x)g(x)dx = a, S g(x)dx+ L s (ancosnx+ basinnx)g(x)dx
—n n=1—=a

i szereg po prawej stronie jest zbiezny. )

Korzystajac z powyzej sformulowanego twierdzenia latwo znalezé wspolczynniki a, i b, danej
funkcji f(x) Plzypuécmy. ze funkcja f(x) daje sie przedstawi¢ w postaci (2). Mnozymy obie
strony rownosci DpIZez cosmax, gdzie m jest dowolng liczbg naturalna. Nastepnie calkujemy obie
strony otrzymanej rownosci w przedziale (—=, ), W rezultacie, po skorzystaniu z przytoczonego
wyzej twierdzenia, dostajemy:

n n oo N o
S f(x)cosmxdx = a, S cosmxdx+ Y [a S cosnxcosmxdx+b, | sinnxcosmxcx].
n —% n=1 - —n

E
Na mocy rownoséci (1a)— (1c) tylko catka S cosmx cosmx dx jest rozna od 0, zatem, korzystajac

z (1d) mamy: S f(x)cosmxdx = nam.

Analogicznie, mnozac (2) przez sinmx i calkujac w przedziale (— . =) dostaniemy:

j Sf(Dsinmxdx = b

—n
Aby znaleZ¢ jeszcze a, wystarczy scalkowaé obie strony rownoscei (2); korzystajac z (1a)
dostajemy: S f(X)dx = 2na,.

—=n
A zatem znalezliSmy nast¢pujace wzory na a, i ba:

o n

3) ag = % Sf(x)dx'. a, = % S f(¥cosnxdx, b, = :I:_ S S(x)sinnxdx.

—3 —n —m

Wspolczynniki a, i b, sa wiec jednoznacznie wyznaczone przez funkcje f(x). Stad

przedstawienie (2) funkcji f(x) jest jedyne w tym sensie, Ze nie mozna funkcji f(x) przedstawic
na dwa rozne sposoby jako sumy szeregu funkcji cosnx i sinnx. .
Ogolnie, dla dowolnej funkcji f(x), dla ktorej wspolczynniki a, i b, dane wzorami (3) maja sens,

SZereg ag+ Z (ancosnx+ b,sinnx)
=1

nazwiemy szeregiem Fouriera funkcji f(x). Inna sprawa, ze szereg ten moze nie by¢ zbiezny
do funkcji f(x) (moze byé w ogole rozbiezny w niemal kazdym punkcie x). Przypadek takich
funkcji jest mato interesujacy, ich szereg Fouriera jest praktycznie rzecz biorac bez
jakiegokolwiek zwigzku z wartosciami funkcji f(x). Interesuja nas te funkcje, dla ktorych ich
szereg Fouriera jest do nich zbiezny w kazdym punkcie x, lub niemal w kazdym punkcie (slowu
s»niemal’”” nadamy za chwile Scisly sens). Nastepujace twierdzenie stanowi pewien warunek
dostateczny na to, aby funkcja byla suma swojego szeregu Fouriera.

Twierdzenie 1. Jezeli funkcja f(x) jest rozniczkowalna w przedziale (— =, 7) i jej pochodna
J'(x) jest funkcja ciagla w tym przedziale, to rownosé (2) zachodzi w kazdym punkcie

x € (—m, ). Wspolezynniki a, i b, s3 dane wzorami (3).

Przyjrzyjmy si¢ jak wygladaja rozwiniecia Fouriera pewnych konkretnych funkeji.

1 % -
Przykiad 1. Niech f(x) = ~2—x; obliczmy wspolczynniki a. i b, tej funkgji. W tym celu zauwazmy,
ze calka funkcji nieparzystej w przedziale (—m, r) wynosi 0:

IREE B BEE i
ao—?n—usx?xdx—o, a.—;—_sﬂ?xcosux =0.

Wspolczynniki b, obliczymy korzystajac ze wzoru na catkowanie przez czesci:
o i, ™3 " 1 ¢ 1
by =— S —xsinnx¥dx = — — X —cosnx 4+ S cosnx dx = — cosnm.
E % 2r n 2nm n

bt 4 -7 —7

1
Poniewaz funkcja —z—x ma ciggla pochodna, wigc na mocy twierdzenia 1 zachodzi rownos¢:

ix:: sinx o sin2x i sin3x L e
2 1 2 3 "
- bl x n 1 1 1
Podsmmmcx=?dostajemy: ?=1—?+?_7+
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Rozwigzanie zadania M 84,

Wobec rownosci: sin 2x Zsinacosa,

sinJa = sin(2a + a) 120 cose + cos2asinea

sinda)sing =

cos®x —sinia)

sin‘ax) otrzymujemy:

Przyklad 2. Niech f(x) = |x|. Wowczas funkcje |x| cosnx sa parzyste, zatem wspolezynniki a,
dla n = 1 s3 rowne 0. Natomiast

b m
.  1xia ! frax ==
= — Xdx = — = e
" 2 n 2
- (1]
1 ¢ e 2 0 2%
b, = — S |X|cosnxdx = ——chosnxdx = —xsinnx| — —Ssmnxdx =
7 E xn n
-7 0 o 0
- E] 0  dla n parzystych,
= —-cosnx| = 4
n o — —— dla n nieparzystych.

nn®

Funkgja |x| nie jest rozniczkowalna w 0, mimo to jej szereg Fouriera jest do niej zbiezny
w kazdym punkcie (—m, 7).

Stad: x| = —

2

® 4 [cosx
T 12 i 32 + 52

cos3x cosS5x
e gl 1

®= 41 1 1
Podstawiajac x = 0 dostajemy: 0 = — — — | —+ — -+ —+ ... |.
. oy 2 :t(l‘ FERT )

n? | 1 1

Przeksztalcajac otrzymany wzor otrzymujemy : = = --IT + T + - T
Korzystajac z ostatniej rownosci obliczymy sumg s szeregu
1 1 1
tEtats
o s 1 1 P
ewaz —=—t—t—+ ..,

= s T e

- 5 1 1 N 1 = n?
e S S TR TR O T

1
Stad s = — 72,
tad s 6::

Od czas6w Fouriera przez kilkadziesiat lat podejrzewano, Ze szereg Fouriera kazdej funkcji
ciaglej jest do niej zbiezny w kazdym punkcie. Ale w osiemdziesiatych latach ubieglego stulecia
francuski matematyk du Bois-Reymond znalaz} przykiad funkcji ciaglej, ktorej szereg Fouriera
nie byl zbiezny do niej w jednym punkcie. Nastgpnie posypaly si¢ juz przyklady funkcji ciaglych,
ktorych szereg Fouriera nie byl zbiezny do wartosci funkcji w pewnych danych punktach. Miedzy
innymi S. Banach podal pewien bardzo ogdlny sposéb konstrukgji takich funkcji (jego konstrukcja
obejmuje przykiad funkciji ciaglej, ktorej szereg Fouriera jest rozbiezny w kazdym punkcie
wymiernym z przedzialu (—z, 7). Na przelomie osiemdziesiatych i dziewigédziesiatych lat
ubieglego stulecia rosyjski matematyk N. Luzin (1883—1950) sformutowal pewna hipoteze na ten
temat. Do sformulowania jej bedziemy potrzebowa¢ pojecia zbioru miary Lebesgue’a rownej
zeru.

Definicja. Zbiér A = R ma miarg Lebesgue’a rowna zeru jeli dla kazdej liczby dodatniej &
istnieje taka nieskoriczona rodzina przedzialow P, = (o, fa), Ze A jest zawarty w sumie

[~ 9]
wszystkich przedzialow P, oraz Z lota— Bl < €.
n=1
Na przyktad zbior W wszystkich liczb wymiernych na prostej jest miary zero. Rzeczywiscie,
wszystkie liczby wymierne mozemy ustawi¢ w ciag (w,). Dla danej liczby & > 0 obierzemy jako

£
P, przedziat o srodku w, i o dlugosci S Oczywiscie suma wszystkich przedziatow P,
2 B .
pokrywa caly zbior W, a suma dlugosci P, wynosi Zl T 3 < &
ne

kg

Hipoteza Luzina brzmiala nastgpujaco: dla kazdej funkcji f(x) takiej, ze S f3(x)dx < + o0,

—-Nn
szereg Fouriera funkcji f(x) jest zbiezny do f(x) w kazdym punkcie x € (—m, m)— A, gdzie A jest
pewnym zbiorem o mierze Lebesgue’a rownej 0. Innymi stowy : szereg Fouriera jest zbiezny
poza pewnym zbiorem miary 0. Mozna by wiec powiedzie¢, ze szereg jest zbiezny niemal
wszedzie, gdyZ miara zbioru punktow zbieznosci jest nieporownywalnie wieksza od miary zbioru
punktéw rozbieznosci. Hipoteza Luzina byla uwazana za najtrudniejszy problem analizy
matematycznej przez przeszlo 80 lat. Dopiero w roku 1966 szwedzki matematyk Carlesson
udowodnil jej stusznosé.
Motzliwos¢ przedstawienia funkcji za pomoca jej szeregu Fouriera jest nieslychanie wygodna
w wielu zadaniach analizy matematyczne;j i fizyki teoretycznej. Warto wspomnieé jeszcze
o jednym twierdzeniu z teorii szeregdbw Fouriera. Jest to tzw. tw. Fejéra (L. Fejér — wegierski
matematyk 1880—1957). Oznaczmy przez s,(x) ciag sum czastkowych szeregu Fouriera
funkgji f:

n
s(x) = ag+ Z (axcoskx+ bysinkx).
k=1
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1 ml]@eﬁﬂx)jﬁtﬁlﬂkqiqcithpmdﬁah (—m, =), to dla kazdego x € (— =, @)
ciag
510+ 52+ ... +salx)
n

jest zbiezny do f(x). Co wiecej, jest to tzw. zbieznos¢ jednostajna, tzn. dla kazdego & > 0 istnieje
taka liczba N, Ze dla kazdego n > N i kazdego x € (—=, ) zachodzi nieréwnos¢:

loa(x)—f(x)] < e.

Funkcje o,(x) sa oczywiscie wielomianami trygonometrycznymi. Z twierdzenia Fejéra wynika,
ze kazda funkcje ciggla mozna przyblizyé wielomianami trygonometrycznymi, przy czym
przyblizenie to jest dobrym przyblizeniem dla kazdego x (zob. rysunek). Jezeli funkcja f(x) jest
okreslona na calej prostej i ponadto jest okresowa z okresem 2z, to wszystkie przytoczone tu
rozwazania mozna odnie$¢ do takiej funkcji i na calej prostej. Tak samo mozna przenie§é
otrzymane wyniki na dowolny przedzial (a, b), nalezy tylko rozpatrywac wowczas funkcje

. an ! =z an
e b—al” " Mea wal

W obecnej chwili teoria szeregow Fouriera jest juz mocno rozwinigta teoria, chociaz ciagle
pojawiaja si¢ nowe prace na ten temat (i to coraz trudniejsze). Teoria smmgéw Fouriera do dzi$
dnia stanowi _reszm poteine narzedzie badan w analizie matematycznej i ciggle jest jeszcze
irédlem inspiracji tworczej dla wielu matematykow.

Ul(x) B

Rozwigzanie zadania F 28 .

a. Szezeliny &, i 3; stanowig widrne irddla $wiatln i wigzki Swietlne z nich wychodzgce interferujy ze sobg. Jak
i wiadomo, dla iwiatla monochromatycznego katy, pod ktérymi obserwujemy maksima interferencji (jnsne prazki)

54 dane wzorem:

i
Iiml.=i&:. k=0,112,...

Nalety podkredlid, 2e w dodwindczeniu Younga pratki wystgpujy zawsze, niezaletnie od odlegloici ekranu i szezelin,
Pomijajac maksimum do przodu (k = 0) moemy ocenié szerokoié kolejnych pratkéw oraz ich rozseparowanie na
ekranie:

Szerokodé k-tego prazka wynosi Jdx = D - tgag(d;)— D tgan(d,) =~ -E -(23—2;) = 4 - k<10~ cm.

Natomi dleglodé migdzy ko k-tego praika i poczatkiem (k + 1)-ego wynosi
A
xx~ D ik::_)i_[;&:_g.k(aﬂ _-_;,)_
a a a k
cxyli: x; = 4,4-10-2¢cm, x5 = 4-10-3¢cm, x3 = 3,6- 10-2¢cm,....
i
Odlegloi¢ migdzy kolejnymi prazkami bedzie réwna zeru dia k = ﬁ = 12, Natomiast dla &k = I HIA = 24
3= M 3= M

caly (k+ 1) prazek bedzie zawarty w k-tym i (k + 2) prazku.

Czyli orientacyjna liczba rozréinialnych pratkéw wyniesie okolo 15—20. Liczba ta nie zalety od odleglodci ekranu
od szezelin,

b. Oznaczmy szerokosé pierwszej szczeliny przez z.

Pomigdzy falami wychodzgcymi pod katem a z dwoch krarficéw irddia rozcigglego wytwarza sig rdinica faz réwna:

zsina -a
8 m Qn- = ~ 2n —2—‘“—
gdzie sina dla naszego cksperymentu przyblitylidmy przez sinag ~ 1ga = —;F :
Wplyw rozmiaréw trodia na interferencje moina iedbaé jesli & jest iejsze od % . Stgd

d- A
< = =2,5+10"2cm.

¢. Szkic nowego ustawienia eksperymentu jest pokazany na rysunku obok. Promied docierajacy do szczeliny 5, przebiega
inng droge nit jego partner dgiacy do s,.
Zachodzg nastgpujgce oczywiste zwigzki:

sina’

tga = ﬁ = $-10-2, T a = n(l), sina ~ tga, sina’ ~ tga’.

% = (d— Mg’ +high'.

ah 1
tga’ —iga ~ 245 (l— —) = 4109,
Liczymy ré#nicg drég optycznych migdzy dwoma promieniami. Teoretycznic nalety uwzglednié rédnicg drég prubyty\:h
przez promienie w powietrzu oraz fakt, 2e promien dazasy do s, przechodzil przez odrodek o wipdlczynniku zala
wigkszym od jednoici. Réznica drég optycznych dla danej 4 wynosi:
*h h a'h
4 = (d- = . - WL 1) S N
(d—M)(tga’ —tgadsine+ ——— col.ﬂ’ Sy ( J (n—1)

gdyz z dobrym przybliteniem mozna przyjaé cos3° o~ cosa = 1. Szczeliny 8, i 3; stanowiq | w tym wypadku irédia

iwiatla, tylko emitujy fale przesunigte w fazie o l—':ji (przesuniecie zalety od 1), Fale x dwdch szezelin wzmacniajy sig,
jeteli réinica faz wynosi 2xk, gdzie k jest liczbq catkowits. Pelna ré2nica faz sklada sic z réinicy faz #rddel oraz
réinicy drég optycznych interferujgcych fal (jak w typowym dodwiadczeniu Younga). Stad:

2nasinay ki = 43

2.1!#-2.1--;'+-—-1—--, czyli  sinew = —=——

Widaé, ¢ obraz interferencyjny przesunie si¢ na ekranic o odcinek D tgag =~ 13,2 em.
Natomiast praytki bedy zamazane, poniewat ich szerokosé wynikajgca z rétnych wartodci wapdlczynnika a dla réinych 4

A {ny —my) = 8- 10-2 cm, czyli wigcej nit odleglodd migdzy koleinymi maksimami dia danej dlugodci fali.

e
wyniesio
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