
W analizie matematycznej uklady funkcjiJ,.(x), x G(a, b), n = 1,2, .,. o nastepujacej
\\ lasnosci:

zeregi Fouriera

b

~fm(x)J,.(x)dx= O dla n =f. m,
a
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n -1 InJn sinnxdx = -n-cosnx -n = O.

dx = [~ x- ~ sin2nx] [n = n,

[cos(m-n)x+sin(m+n)x]dx = O,

-n

1+cos2nx

2

n n

~ cosmxsinnxdx = ~ ~
-n

~ 1 n

~ cosmxcosnxdx = 20 ~ [cos(n+m)x+cos(n-m)x]dx = o,
-n -71

n 1 n

~ sinmxsinnxdx = 2 ~[cos(m+n)x-cos(m-n)x]dx = o,
-n -n

n n

~ cos2nxdx= ~
-11 -n

~ InJn cosnxdx = : sinnx -n = O,

11 '" n n

~ sin2nxdx= J (l-cos2nx)dx = J ldx-· J cos2nxdx= 2n-n = n.-n -n -n-lI

(Id)

(tc)

(lb)

(ta)

1
sinmxcosnx = - [sin(m-n)x+sin(m+n)x]

2

1
sinmxsinnx = - [cos(m-n)x-cos(m+n)x],

2

1 .
cosmxcosnx = - [cos(m-n)x+cos(m+n)x]

2

latwo sprawdzic, ze zachodza nastepujace równosci:

Juz w szkole podstawowej spotykamy sie z funkcjamisinx i cosx. Pojawiaja sie one jako
narzedzie do obliczania wartosci róznych elementów trójkata, jak np. dlugosci boków, katów itp.
Zastosowanie tych funkcji w matematyce jest nieporównanie szersze. Cele~ niniejszego artykulu
jest naszkicowanie podstaw pewnej teorii, bedacej zastosowaniem funkcji sinus i cosinus do
analizy matematycznej. Teoria ta nosi nazwe teorii szeregów Fouriera (od nazwiska jej twórcy -
francuskiego matematyka i fizyka J. Fouriera, 1768-1830). Stala sie ona swietnym narzedziem do
rozwiazywania równan opisujacych rozchodzenie sie ciepla, oraz analizy drgan sprezystych, ale
to juz calkiem inna historia, warta przedstawienia w odrebnym artykule.
Bedziemy rozwazac funkcje cosnx i sin nx na odcinku (- n, n); argument x jest tutaj liczba
rzeczywista niemianowana (katy mierzymy w mierze lukowej). Niechm i n beda dwiema
dowolnymi róznymi liczbami naturalnymi. Korzystajac z tozsamosci trygonometrycznych'

naz) warnyukladami ortogonalnymina odcinku (a, b).Tak wiec sprawdzilismy, ze uklad funkcji:
l, co, x, sin x, cos 2x, sin 2x, ... ,cos nx, sin nx; ... jest ukladem ortogonalnym na odcinku
(-:7, :7).Przez analogie do wielomianów zmiennej rzeczywistej, funkcje postaci

T.(x) = ao+a1cosx+b1 sinx+a2cos2x+ b2sin 2x+ "0 +a.cosnx+b.sinnx

nazywamy wielomianami trygonometrycznymi n-tego stopnia. W niniejszym artykule zajmiemy
sie funkcjami nieco ogólniejszej postaci, a mianowicie takimi funkcjamif(x), które daja sie
przedstawic jako suma szeregu:

(2)

00

f(x) = ao+ L (a.cosnx+b. sinnx)
n=l

i dla których szereg ten jest zbiezny w kazdym punkciex E (- n, n). Szereg stojacy po prawej
stronie równosci (2) nosi nazwe szeregu Fouriera funkcjif(x).
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Twierdzenie to formuluje sie dla funkcjif(x)
calkowalnych w sensie Lebesgue'a. Jezeli
Czytelnik nigdy nie spotkal sie z tym pojeciem,

"
niech traktuje calke i f'(x)dx w takim sensie,

-"

jaki zna.

n n

Dowodzi sie, ze jezeli ~f2(x)dx < + 00, to dla kazdej funkcjig(x) takiej, ze ~g2(x)dx < + 00,
-n -n

bez wzgledu na zbieznosc szeregu (2) zachodzi równosc:

n n 00 n

~ f(x)g(x)dx = ao ~ g(x)dx+.L ~ (ancosnx+bnsinnx)g(x)dx
-n -n 'I,~\-n

i szereg po prawej stronie jest zbiezny.

Korzystajac z powyzej sformulowanego twierdzenia latwo znalezc wspólczynnikian i bn danejfunkcjif(x)~rzypuscmy, ze funkcjaf(x) daje sie przedstawic w postaci (2). Mnozymy obie

strony równosc~przez cosmx, gdzie m jest dowolna liczba naturalna. Nastepnie calkujemy obiestrony otrzymanej równosci w przedziale(-:n:, :n:), W rezultacie, po skorzystaniu z przytoczonego
wyzej twierdzenia, dostajemy:

n n

~ f(x)cosmxdx = ao ~
-11 -n

00 n n

cosmxdx+ L [an ~ cosnxcosmxdx+bn ~ sinnxcosmx{"!x].
n=l -n -n
n

Na mocy równosci (1a)- (Ic) tylko calka ~cosmx cosmxdx jest rózna odO, zatem, korzystajac
-n

z (1d) mamy:
n

~ f(x)cosmxdx = :n:am.
-n

Analogicznie, mnozac (2) przez sinmx i calkujac w przedziale(-:n:,:n:) dostaniemy:

n

~ f(x)sinmxdx = :n:b•••
-n

Aby znalezc jeszczeao wystarczy scalkowac obie strony równosci (2); korzystajac z (1a)

dostajemy: ~ f(x)dx = 2:n:ao.
-n

A zatem znalezlismy nastepujace wzory naan i bn:

(3)
I n

Go = z;;- ~ f(x)dx,
-n

1 n

an = -;; ~ f(x)cos nxdx,
-n

1 n

bn = -;; ~ f(x)sinnxdx.
-n

szereg

Wspólczynniki an i bn sa wiec jednoznacznie wyznaczone przez funkcjef(x). Stad
przedstawienie (2) funkcjif(x) jest jedyne w tym sensie, ze nie mozna funkcjif(x) przedstawic
na dwa rózne sposoby jako sumy szeregu funkcjicosnx i sinnx.
Ogólnie, dla dowolnej funkcjif(x), dla której wspólczynniki an i bn dane wzorami (3) maja sens,

00

ao+ L (ancosnx+bnsinnx)
,,=\

nazwiemy szeregiem Fourierafunkcjif(x). Inna sprawa, ze szereg ten moze nie byc zbiezny
do funkcji f(x) (moze byc w ogóle rozbiezny w niemal kazdym punkciex). Przypadek takich
funkcji jest malo interesujacy, ich szereg Fouriera jest praktycznie rzecz biorac bez
jakiegokolwiek zwiazku z wartosciamifunkcjif(x). Interesuja nas te funkcje, dla których ich
szereg Fouriera jest do nich zbiezny w kazdym punkciex, lub niemal w kazdym punkcie (slowu
"niemal" nadamy za chwile scisly sens). Nastepujace twierdzenie stanowi pewien warunek
dostateczny na to, aby funkcja byla suma swojego szeregu Fouriera.
Twierdzenie l. Jezeli funkcjaf(x) jest rózniczkowalna w przedziale(-:n:, :n:)i jej pochodna
f'(x) jest funkcja ciagla w tym przedziale, to równosc (2) zachodzi w kazdym punkcie
x E ( -:n:, :n:). Wspólczynniki an i bn sa dane wzorami (3).
Przyjrzyjmy sie jak wygladaja rozwiniecia Fouriera pewnych konkretnych funkcji.I
Przyklad 1. Niechf(x) = -x; obliczmy wspólczynniki an i bn tej funkcji. W tym celu zauwazmy,

2
ze calka funkcji nieparzystej w przedziale(-:n:,:n:) wynosi O:

1 n

ao = _ i 12:n: J ?xdx = O- '
-n

1 ~n I
an = - - xcosnxdx = O.

:n: 2
-n

-:n: < x <:n:.

Wspólczynniki bn obliczymy korzystajac ze wzoru na calkowanie przez czesci:

1 ~n I I 1 In 1 ~"J 1
b. = - -xsinnxdx = - -X-cosnx + -- cosnxdx = -cosn:n:.

:n: 2 2:n:n 2n:n: n-n -n -n
1

Poniewaz funkcja-x ma ciagla pochodna, wiec na mocy twierdzenia 1 zachodzi równosc:
2

I sin x sin 2x sin3x-x =------+---- ...
2 1 2 3 '

:n: :rr; I 1 1
Podstawiajac x = - dostajemy: - = 1- - + - - - + ....

2 4 3 5 7
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1b=-• n

*
Rozwiazanie zadania M 83.
Gdyby funkcjaf byla okresowa, o okresie m
to, poniewazf(O) = 2, byloby tezf(m) =
= cosm+cosam = 2. Ale CQSX ~ l, ostatnia
równosc moze wiec zachodzic tylko wtedy.
gdy cosm = l i cosam = l, a wiec gdy

m= (2k+~)"iam=(21+,~)",gdZiekiI
sa pewnymi liczbami calkowitymi. Dzielac
ostatnie dwie równosci stronami otrzymujemy

1

2k+ 2 4k+1
a = ~-- = - co oznacza

21+ _1_ 41+ I ' .
2

ze a byloby liczba wymierna wbrew zalozeniu.

Przyklad 2. Niechf(x) = lxi. Wówczas funkcje lxi cosnxsa parzyste, zatem wspólczynnikia.
dla n ;;" 1 sa równe O. Natomiast

" "
1 ~ 1~ nao= - lx/dx= - xdx = -~ n 2'

-" o

" 2 " 2 I" 2"
i Ixlcosnx dx = - ixcosnxdx = ~ xsinnx __ isinnxdx=J :ryj nn nnJ

-" o o o

- 2 >'" l O dla n parzystych,

= --cosnX = 4
nnz lo - -- dla n nieparzystych.nnz

Funkcja lxi nie jest rózniczkowalna wO, mimo to jej szereg Fouriera jest do niej zbiezny
w kazdym punkcie (- n,n).

n 4 (COSX cos3x cos5x )
Stad: lxi= - - - --z- + --z - + -- + ....2 n 1 3 5z

n 4(1 1 1 )Podstawiajac x = O dostajemy: 0= - - - -z + --z' + -z + ....2 n 1 3 5

nZ 1 1 1
Przeksztalcajac otrzymany wzór otrzymujemy: - = ~+~ + ~ + ....

8 1z 3z 5z

Korzystajac z ostatniej równosci obliczymy sumes szeregu

1 1 1
S =-z +-z +-z + ....1 2 3

Poniewaz

wiec

s 1 1 1
- = -+-z +-z + ...,4 2z 4 6

s 1 1 1 nZ
s----+-+-+ =-

4 - J2 3z 5z .. , 8'

*-
Rozwiazanie zadania M 84.
Wobec równosci: sin 2a = 2sinacoscx,
sin3a. = sin(2<x+cx) = sin2cxcoscx+coslasina =
= 2sina cos2cx+ (cos1cx-sin2cx)sino: =
= sin ex(2cos2a + cos2a: - sin2a.) =
= sina (3cos2a-sin2a:) otrzymujemy:

f(ct) = .1 sinct(3 + 3C05ct+ 3cos'ct- sin'ct)=
3

= 2. sinctt2+3cosct+4cos'ct) =
3

I. [( 3 )' 23 ]= 3 sma 2cosa+ '4 + 1(;' > o,

1
Stad s= _nz.

6

Od czasów Fouriera przez kilkadziesiat lat podejrzewano, ze szereg Fouriera kazdej funkcji
ciaglej jest do niej zbiezny w kazdym punkcie. Ale w osiemdziesiatych latach ubieglego stulecia
francuski matematyk du Bois-Reymond znalazl przyklad funkcji ciaglej, której szereg Fouriera
nie byl zhiezny do niej w jednym punkcie. Nastepnie posypaly sie juz przyklady funkcji ciaglych,
których szereg Fouriera nie byl zbiezny do wartosci funkcji w pewnych danych punktach. Miedzy
innymi S. Banach podal pewien bardzo ogólny sposób konstrukcji takich funkcji (jego konstrukcja
obejmuje przyklad funkcji ciaglej, której szereg Fouriera jest rozbiezny w kazdym punkcie
wymiernym z przedzialu (-n, n».Na przelomie osiemdziesiatych i dziewiecdziesiatych lat
ubieglego stulecia rosyjski matematyk N. Luzin (1883-1950) sformulowal pewna hipoteze na ten
temat. Do sformulowania jej bedziemy potrzebowac pojecia zbioru miary Lebesgue'a równej
zeru.

Definicja. Zbiór A c R ma miare Lebesgue'a równa zeru jesli dla kazdej liczby dodatnieje
istnieje taka nieskonczona rodzina przedzialówP. = (ex., (l.), ze A jest zawarty w sumie

00

wszystkich przedzialów p. oraz L lex.-{l.1 < e.
n=1

Na przyklad zbiór W wszystkich liczb wymiernych na prostej jest miary zero. Rzeczywiscie,
wszystkie liczby wymierne mozemy ustawic w ciag(w.). Dla danej liczby e > O obierzemy jako

. e
p. przedzial o srodku w. i o dlugosci --o Oczywiscie suma wszystkich przedzialówp.

2n+1

co e e
pokrywa caly zbiór W,a suma dlugoscip. wynosi "--, = - < e.L, 2n+ 2n=1 "
Hipoteza Luzina brzmiala nastepujaco: dla kazdej funkcjif(x) takiej, ze ~f2(x) dx < + 00,

-"

szereg Fouriera funkcjif(x) jest zbiezny dof(x) w kazdym punkcie x E (-n, n)- A, gdzie A jest
pewnym zbiorem o mierze Lebesgue'a równejO. Innymi slowy: szereg Fouriera jest zbiezny
poza pewnym zbiorem miaryO. Mozna by wiec powiedziec, ze szereg jest zbiezny niemal
wszedzie, gdyz miara zbioru punktów zbieznosci jest nieporównywalnie wieksza od miary zbioru
punktów rozbieznosci. Hipoteza Luzina byla uwazana za naj trudniejszy problem analizy
matematycznej przez przeszlo 80 lat. Dopiero w roku 1966 szwedzki matematyk Carlesson
udowodnil jej slusznosc.
Mozliwosc przedstawienia funkcji za pomoca jej szeregu Fouriera jest nieslychanie wygodna
w wielu zadaniach analizy matematycznej i fizyki teoretycznej. Warto wspomniec jeszcze
o jednym twierdzeniu z teorii szeregów Fouriera. Jest to tzw. tw. Fejera (L. Fejer - wegierski
matematyk 1880-1957). Oznaczmy przezsn(x) ciag sum czastkowych szeregu Fouriera '
funkcji f:

n

s.(x)= ao+ L (akcoskx+bksinkx).
k=l
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f (x)
Twierdzenie 2.Jezelif(x) jest funkcja ciagla w przedziale(-n, n), to dla kazdegox E (-lI,n)
ciag

Sl(X)+S2(X)+ o •• +s.(x)
a.(x) = -------- n

jest zbiezny dof(x). Co wiecej, jest to tzw. zbieznosc jednostajna, tzn. dla kazdegoE > Oistnieje
taka liczbaN, ze dla kazdego n> N i kazdego x E (-n, n) zachodzi nierównosc:

la.(x)- f(x) I < E.

Funkcje a.(x) sa oczywiscie wielomianami trygonometrycznymi. Z twierdzenia Fejera wynika,
ze kazda funkcje ciagla mozna przyblizyc wielomianami trygonometrycznymi, przy czym
przyblizenie to jest dobrym przyblizeniem dla kazdegox (zob. rysunek). Jezeli funkcjaf(x) jest
okreslona na calej prostej i ponadto jest okresowa z okresem271, to wszystkie przytoczone tu
rozwazania mozna odniesc do takiej funkcji i na calej prostej. Tak samo mozna przeniesc
otrzymane wyniki na dowolny przedzial(a, b), nalezy tylko rozpatrywac wówczas funkcje

(n an) (n an)
cosn -- x- --, sinn -- x- -- .

b-a b-a b-a b-a

W obecnej chwili teoria szeregów Fouriera jest juz mocno rozwinieta teoria, chociaz ciagle
pojawiaja sie nowe prace na ten temat (i to coraz trudniejsze). Teoria szeregów Fouriera do dzis
dnia stanowi jeszcze potezne narzedzie badan w analizie matematycznej i ciagle jest jeszcze
zródlem inspiracji twórczej dla wielu matematyków .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Rozwiazanie zadania F 28

••••• a. Szczeliny s, i s, stanowia wtórne zródla.swiatla i wiazki swietlne z nich wychodzace interferuja ze soba. Jak~ wiadomo, dla swiatla monochromatycznego katy, pod którymi obserwujemy maksima interferencji (jasne prazki)
sa dane wzorem:

sincxt- ±k~, k=O,1,2, ....a

Naldy podkreslic, ze w doswiadczeniu Younga prazki wystepuja zawsze. niezaletnie od odleglosci ekranu i szczelin.
Pomijajac maksimum do przodu(k = O)mozemy ocenic szerokosc kolejnych prazków oraz ich rozseparowanie na
ekranie:

Szerokosc k.tego prazka Wynosi 4ta D. tgat(A,) - D' tllat(A,) ~ Dk (A,- Al) = 4, k010-' cm.a

Natomiast odleglosc mied2y koncem k-tego prazka i poczatkiem(k + I)-ego wynosi

(k+ I)A, kA, D ( A, )
xt~D-----D--~-k A,+---A.,a a a k

czyli: x, - 4,4' 10-'cm. x, = 4, 10-' cm.x. = 3,6' 10-' cm•....

Odleglosc miedzy kolejnymi prazkami bedzie równa zeru dlak = ~ = 12. Natomiast dlak _ ,2A" = 24""2-""1 "'1-"1
caly (k + l) prazek bed2ie zawarty w k·tym i(k + 2) prazku.
Czyli orientacyjna liczba rozróznialnych prazków wyniesie okolo 15-20. Liczba ta nie zalezy od odleglosci ekranu
od szczelin.
b. Oznaczmy szerokosc pierwszej szczeliny przez z.
Pomied2y falami wychodzacymi pod katem a z dwóch kranców zródla rozciaglego wytwarza sie róznica faz równa:

" leli 2n zsin/X /"l.; 2n~A - 2dA

gdzie sina dla naszello eksperymentu przyblizylismy przez sina ~ tga= .~ .
Wplyw rozmiarów 1ródla na interferencje mozna zaniedbac jesli djest mniejsze od .::.... Stad2

d·A

z < ~ - 2,5' IO-'cm.

c. Szkic nowelO ustawienia eksperymentu jest pokazany na rysunku oboko Promien docierajacy do szczeliny s, przebiega
inna droge niz jego partner dazacy do s••
Zachodza nastepujace oczywiste zwiazki:

sinr:x.'

sinP' = n(A),
sina: ~ liCI, sirux' ~ tp'.

~s,
h

a
2' = (d-h)tlla' +htli p'.

ah ( I)tga' -tga ~ 2iF 1- -,; = 4.10-6•

Liczymy róznice dróg optycznych miedzy dwoma promieniami. Teoretycznie nalezy uwzglednic róznice dróg przebytych
przez promienie w powietrzu oraz fakt. ze promien daza~y do s, przechodzil przez osrodek o wspólczynniku zalamania
wiekszym od jednosci. Róznica dróg optycznych dla danejA wynosi:

n'h h a'h( l)4 _ (d-h)(tga'-tga)sina+ ----- = ~ -- 1-- +h(n-I).cosp' cosa 2d n

IIdyz z dobrym przyblizeniem mozna przyjac cosP' ~ cosa ~ l. Szczeliny s, i s, stanowia i w tym wypadku zródla

swiatla, tylko emituja fale przesuniete w fazie o2nA4A(przesuniecie zalety odA)oFale z dwóch szczelin wzmacniaja sie,

je1eli róznica faz wynosi2nk.gdziek jest liczba calkowita. Pelna ró1nica faz sklada sie z róznicy faz zródel oraz
róznicy dróg optycznych interferujacych fal (jak w typowym doswiadczeniu Younga). Stad:

4A 2nasin<1.t o' kA 4A
2nk= 2n-A-+ A • czyh slDat=-a--.-'

Widac. ze obraz interferenCyjny przesunie sie na ekranie o odcinekD tllao ~ 13,2 cm.
Natomiast prazki bed" zamazane. poniewaz ich szerokosc wynikajaca z róznych wartosci wspólczynnikan dla róznychA

wyniesie D' h (n,-II,) = go 10-' cm, czyli wiecej niz odleli/OSCmiedzy kolejnymi maksimami dla danej d/ugosci fali.a
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