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Zjawisko rozchodzenia si¢ fal opisuje si¢ za pomoca rownan rézniczkowych czastkowych.
Zilustrujemy to na przykladzie struny nieskoriczonej. W kazdej chwili czasu ¢ = 0 ksztalt struny
drgajacej przedstawiony jest wykresem pewnej funkcji u(x, r) ktora mierzy odchylenie struny od
polozenia ustalonego. Jedli znamy funkcje u(x, r), to znamy ruch drgajacy struny. Ruch ten jest
spowodowany dzialaniem sil naprgzeniowych na kazdy jej element. Struna wydluza sie lub
kurczy, przy tym zachowana jest zasada Hooka o stalosci stosunku wydluzenia do naprezenia.
Na podstawie tego mozna wyprowadzié¢ rownanie dla funkeji u(x, r).

Ma ono nastgpujaca postac:
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wzgledem zmiennych x i ¢, ¢ za$ jest stalg.
Rozpatrzmy teraz przypadek drgan dwuwymiarowych. Wyobrazmy sobie nieskoriczona
membrane (cienka sprezysta plytka). W kazdej chwili czasu ¢ = 0 polozenie drgajacej membrany
przedstawia pofaldowana powierzchni¢. Opisujemy ja za pomoca funkcji u zaleinej tym razem
od zmiennych (x,, xz, 7).
Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym funkcja u spelnia rownanie:
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gdzie przez oznaczyliSmy drugie pochodne funkcji ¥ odpowiednio
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W przestrzeni tréjwymiarowej ruch drgajgcy (np. fali elektromagnetycznej czy ruch dzwigku) jest
opisany za pomoca funkcji u(x,, x;, x3, 1) spelniajacej rOwnanie
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Przez analogie moéwimy, Ze w przestrzeni n-wymiarowej ruch drgajacy opisuje funkcja
u(xy, ¥3, ..., Xa, 1) spelniajaca rownanie falowe postaci
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Umiejetno$é rozwiazywania rownan falowych jest rzecza bardzo wazna, szczegolnie w fizyce.
Wréémy do rownania (1). Jesli i k& sa funkcjami dwa razy rézniczkowalnymi, to funkcja u(x, r)
okreslona wzorem

(&) u(x,t) = fx+ect)+h(x—ct)

spelnia rownanie (1). MoZna udowodnic, ze tylko funkcje postaci (5) moga byé rozwiazaniami
roéwnania (1).

Tak wiec rownania falowe maja nieskoriczenie wiele rozwiazan. Jest to fakt typowy nie tylko

dla rownan falowych, Wobec tego mozemy nalozyé na poszukiwane rozwiazanie u(x, r) dodatkowe
warunki. Powstaja one w naturalny sposéb w zagadnieniach fizycznych. Zilustrujemy to na
przykladzie struny nieskorczonej. Niezaleznie od poczatkowego potozenia struna bedzie drgala

na skutek istniejgcych naprgzen. Jezeli przez u,(x) oznaczymy funkcje przedstawiajaca

(4)

-poczatkowe polozenie, to obok rownania (1) pojawi si¢ druga zaleznoé¢, ktérg ma spetniaé

funkcja u(x, t). Jest to tzw. warunek poczatkowy
(6) u(x, 0) = uo(x).

Struna moze by¢ w polozeniu poczatkowym uy(x) puszczona swobodnie lub mozemy kazdy jej
element pusci¢ z dowolna predkoscia poczatkowa vo(x). Poniewaz predkosé jest pochodng
polozenia u(x, t) wzgledem czasu ¢, to mozemy napisac¢ drugi warunek poczatkowy

cu(x, 1)
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Rozwigzanie zadania M 82.
Funkcja taka istnieje, na przykiad (zob. zad.
M 65, Delta 10/1975)

: | dla x wymiernych,

S(x) = ) i

0 dla x niewymiernych.
Jezeli bowiem liczba w jest wymierna i x
niewymierna, to x4 w jest niewymierna, jezeli
za$ obydwie liczby x i w sq wymierne, to
x+ w jest wymierna i f(x+ w) = Six).
Na drugie pytanie odpowiedi jest negatywna.
Okresami szukanej funkcji musialyby byé na
przyklad liczby niewymierne a = }"i b=
= 2— ¥2. Suma okreséw jest znowu okresem
c¢o wynika z réwnodci

fix+a+b) = f(x+a) = f(x).
Poniewaz jednak a+ & = 2 jest liczbg
wymierng, to szukana funkcin musialaby mieé
rdwniet okres bedgey liczbg wymierng.
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Pocrgtkowe polozenie struny.

Problem znalezienia funkcji u(x, t) spelniajacej uklad warunkow
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(8 u(x, 0) = up(x),

du 0) =
5 (x,0) = wo(x)

nazywa si¢ zagadnieniem Cauchy’ego.
Zagadnienie Cauchy'’ego w przypadku n-wymiarowym zapisujemy w postaci
&*u *u 1 u

il R Wl
ox} axz ® o

® u(xy, .oy X, 0) = up(xy, ..., Xn),
du
s {xll seey Xy 0} = vD(xl: (bt ] xn)-
ar

Jesli funkcje u, i v, sa dostatecznie regularne, to problem Cauchy’ego ma zawsze dokladnie
jedno rozwigzanie, stawianie dalszych warunkow moze wigc doprowadzi¢ do nieistnienia rozwigzar
Innymi slowy ruch struny czy membrany jest jednoznacznie wyznaczony przez polozenie
i predkos¢ poczatkowa. W przypadku struny przekonujemy si¢ o tym w sposéb nastepujacy.
Warunki (6) i (7) zapisujemy w postaci
{ uo(x) = f(x)+h(x),
vo(x) = ¢f"(x)—ch'(x).
Stad obliczamy pochodne funkcji f(x) i A(x):

(10)

£ = cu‘;(x);vo(x)'
(1 ol
W) = 00l

2c

Funkgje f'i & s3 na podstawie wzoréw (11) wyznaczone jednoznacznie z dokladnodcig do stalej,
wigc funkcja u(x, 1) na podstawie wzoru (5) jest wyznaczona jednoznacznie (patrz warunek (6)).
Wyobrazmy teraz sobie strung niedrgajaca. Odpowiada to warunkom poczatkowym zerowym.

Zbadajmy, co si¢ stanie, jesli strung wprawimy w ruch drgajacy przez zmiang ksztaltu i predkosci
struny na pewnym ustalonym odcinku <a, b> (np. potracajac palcem)?

Zakladamy wiec, Ze funkcje uy(x) i vo(x) zerujg sie poza odcinkiem <a, b>. Na podstawie wzoréw
(10) i (11) mozemy zalozyé, ze funkcje f(x) i h(x) sa rowne zeru poza odcinkiem <a, b>. Niech
Xy bedzie dowolnym punktem na osi x. Powstaje pytanie, dla jakich wartosci ¢ jest
u(xo, t) # 0, tzn. w jakim okresie czasu struna drga w punkcie x,. Na podstawie poprzedniej
uwagi musi by¢

Xo+ct €a, by lub xq—ct €a, b).

Zzalozmy dla ustalenia uwagi, ze x, < a. Teraz alternatywa ta dla r = 0 jest rownowazng jednej

nierownosci dwustronnej
a—2Xg b“'Xn
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A zatem sygnal powstaly w wyniku zaburzenia struny na odcinku <a, > pojawi si¢ w punkcie x,

- x a—Xg
dopiero po uplywie czasu 7y, =

, trwaé bedzie przez okres f; — fg, a nastg¢pnie zniknie.
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jako stosunek drogi do czasu, predkoscia rozchodzenia sig sygnalu. Podobna zasada ma miejsce
w przestrzeni trojwymiarowej. Kazdy z nas wie, ze dZwigk wydany w pewnej odleglosci dociera
do nas po pewnym czasie, trwa przez jaki$ czas, a nastepnie zanika. Ten fakt moze by¢ réwniez
udowodniony na podstawie zaleznosci (3) i moze by¢ uogolniony na przypadek, gdy n jest
dowolng liczba nieparzysta. Zupelnie inaczej przedstawia si¢ sytuacja z membrana lub ogdlniej
dla n parzystych.

a
Jest to zasada Huygensa w przypadku jednowymiarowym. Ze wzoru ¢ =

Warunki (9) dla # parzystych implikuja nast¢pujacg wlasno$¢ rozwigzania: sygnal wydany
w przestrzeni parzystowymiarowej dociera do dowolnego punktu i trwa wiecznie.
Gdybys$my zyli w $wiecie plaskim dwuwymiarowym lub czterowymiarowym, styszeliby$my
wszystko, co zostalo kiedykolwiek powiedziane, a wigc nie rozumieliby$my niczego.



