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ownanze struny
Zjawisko rozchodzenia sie fal opisuje sie za pomoca równan rózniczkowych czastkowych.
Zilustrujemy to na przykladzie struny nieskonczonej. W kazdej chwili czasut ~ O ksztalt struny
drgajacej przedstawiony jest wykresem pewnej funkcjiu(x, t) która mierzy odchylenie struny od
polozenia ustalonego. Jesli znamy funkcjeu(x, t), to znamy ruch drgajacy struny. Ruch ten jest
spowodowany dzialaniem sil naprezeniowych na kazdy jej element. Struna wydluza sie lub
kurczy, przy tym zachowana jest zasada Hooka o stalosci stosunku wydluzenia do naprezenia.
Na podstawie tego mozna wyprowadzIc równanie dla funkcjiu(x, t).
Ma ono nastepujaca postac:

a'u l a'u
(I) -a-x-'- ~c-'-a-t-'= O,

d . [Pu(x,t) . a'u(x, t) l" d' h d f k" d . d .
g Zle przez --a-x-'-- l --a-t-' - oznaczy lsmy rugle poe o ne un CJIu o powIe filO

wzgledem zmiennychx i t, c zas jest stala.
Rozpatrzmy teraz przypadek drgan dwuwymiarowych. Wyobrazmy sobie nieskonczona
membrane (cienka sprezysta plytka). W kazdej chwili czasut ~ O polozenie drgajacej membrany
przedstawia pofaldowana powierzchnie. Opisujemy ja za pomoca funkcjiu zaleznej tym razem
od zmiennych (Xl, X2, t).
Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym funkcjau spelnia równanie:

alu a2u 1 alu(2) -+----=0.
ax: axl c' at2

W przestrzeni trójwymiarowej ruch drgajacy (np. fali elektromagnetycznej czy ruch dzwieku) jest
opisany za pomoca funkcjiU(Xlo X2, X3, t) spelniajacej równanie

a2u alu a' u 1 a2u
-- + -- + -- - - -- = O.
ax: axl axi c' at2

Przez analogie mówimy, ze,w przestrzeni n-wymiarowej ruch drgajacy opisuje funkcja
U(XI, x2, ••• , x., t) spelniajaca równanie falowe postaci

a2u a'u a2u l a2u--+--+ ...+------ =O.
ax: axl ax~ c2 at2

Umiejetnosc rozwiazywania równan falowych jest rzecza bardzo wazna, szczególnie w fizyce.
Wrócmy do równania (1). Jesli fih sa funkcjami dwa razy rózniczkowalnymi, to funkcjau(x, t)
okreslona wzorem

(5) u(x, t) =f(x+ct)+h(x-ct)

spelnia równanie (I). Mozna udowodnic, ze tylko funkcje postaci (5) moga byc rozwiazaniami
równania (1).
Tak wiec równania falowe maja nieskonczenie wiele rozwiazan. Jest to fakt typowy nie tylko
dla równan falowych. Wobec tego mozemy nalozyc na poszukiwane rozwiazanieu(x, t) dodatkowe
warunki. Powstaja one w naturalny sposób w zagadnieniach fizycznych. Zilustrujemy to na
przykladzie struny nieskonczonej. Niezaleznie od poczatkowego polozenia struna bedzie drgala
na skutek istniejacych naprezen. Jezeli przezuo(x)oznaczymy funkcje przedstawiajaca

-poczatkowe polozenie, to obok równania(I) pojawi sie druga zaleznosc, która ma spelniac
funkcja u(x, t). Jest to tzw. warunek poczatkowy

(6) u(x,O) = uo(x).

(7)

Struna moze byc w polozeniu poczatkowymuo(x)puszczona swobodnie lub mozemy kazdy jej
element puscic z dowolna predkoscia poczatkowavo(x). Poniewaz predkosc jest pochodna
polozenia u(x, t) wzgledem czasut, to mozemy napisac drugi warunek poczatkowy

au(x,t)
--- = tlo(x) dla t = o.
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(8)

(9)

(11)

Rozwiazanie zadania M 82.
Funkcja taka istnieje, na przyklad (zob. zad.
M 65, Delta 10/1975)

{I dla x wymiernych,
[(x) =

O dla x niewymiernych.

Jezeli bowiem liczba w jest wymierna i x

niewymierna, to x + w jest niewymiema. jezeli
zas obydwie liczby x i w sa wymierne, to

x+ w jest wymiernaij(x+ w) = [(x).
Na drugie pytanie odpowiedz jest negatywna.
Okresami szukanej funkcji musialyby byc na

przyklad liczby niewymiernea = V2 i b =
= 2 - Y2. Suma okresów jest znowu okresem
co wynika z równosci

[(x+a+b) = [(x + a) = [(x).

Poniewaz jednaka+ b = 2 jest liczba
wymierna. to szukana funkcja musialaby miec
równiez okres b~dacy liczba wymierna.

Problem znalezienia funkcjiu(x, t) spelniajacej uklad warunków

I azu 1 azu

axZ -7 atZ = o,

lu(x, O) = Uo(X),aul- (x, O) = Vo(X)at

nazywa sie zagadnieniem Cauchy'ego.
Zagadnienie Cauchy'ego w przypadku n-wymiarowym zapisujemy w postaci

razu azu 1 azu

--+ +------=0
axi ... ax~ eZ atZ '

IU(Xt, ... , x., O) = Uo(Xt, ... , x.),

au

- (Xt, ... , x., O) = Vo(Xt, ... , x.).
at

Jesli funkcje Uo i Vo sa dostatecznie regularne, to problem Cauchy'ego ma zawsze dokladnie
jedno rozwiazanie, stawianie dalszych warunków moze wiec doprowadzic do nieistnienia rozwiazat
Innymi slowy ruch struny czy membrany jest jednoznacznie wyznaczony przez polozenie
i predkosc poczatkowa. W przypadku struny przekonujemy sie o tym w sposób nastepujacy.
Warunki (6) i (7) zapisujemy w postaci

{ uo(x) = f(x)+ h(x),
(10)

vo(x) = ef'(x) - eh'(x).

Stad obliczamy pochodne funkcjif(x) i h(x) :

I eu~(x) +vo(x)

f'(x) = ----
2e

euó(x)-vo(x)
h'(x) = -----.

2e

u

a

Poczatkowe polozenie struny.

b x

Funkcje f i h sa na podstawie wzorów (11) wyznaczone jednoznacznie z dokladnoscia do stalej,
wiec funkcja u(x, t) na podstawie wzoru (5) jest wyznaczona jednoznacznie- (patrz warunek (6».
Wyobrazmy teraz sobie strune niedrgajaca. Odpowiada to warunkom poczatkowym zerowym.

Zbadajmy, co sie stanie, jesli strune wprawimy w ruch drgajacy przez zmiane ksztaltu i predkosci
struny na pewnym ustalonym odcinku<a, b) (np. potracajac palcem)?

Zakladamy wiec, ze funkcjeuo(x) i vo(x) zeruja sie poza odcinkiem<a, b). Na podstawie wzorów
(10) i (l 1) mozemy zalozyc, ze funkcjef(x) ih(x) sa równe zeru poza odcinkiem<a, b). Niech
Xo bedzie dowolnym punktem na osix. Powstaje pytanie, dla jakich \\iartoscit jest
u(xo, t) # O, tzn. w jakim okresie czasu struna drga w punkcieXo. Na podstawie poprzedniej
uwagi musi byc

xo+et E <a,b) lub xo-et E (a, b).

zalózmy dla ustalenia uwagi, zeXo < a. Teraz alternatywa ta dlat ;;. O jest równowazna jednej
nierównosci dwustronnej

a-xo b-xo
to = --- ,,; t ,,; --- = tt.

e e

A zatem sygnal powstaly w wyniku zaburzenia struny na odcinku(a, b) pojawi sie w punkcieXo
a-x

.dopiero po uplywie czasuto = o , trwac bedzie przez okrestt-to, a nastepnie zniknie.
e

a-X
Jest to zasada Huygensa w przypadku jednowymiarowym. Ze wzoru e= o widac, ze e jest

to

jako stosunek drogi do czasu, predkoscia rozchodzenia sie sygnalu. Podobna zasada ma miejsce
w przestrzeni trójwymiarowej. Kazdy z nas wie, ze dzwiek wydany w pewnej odleglosci dociera
do nas po pewnym czasie, trwa przez jakis czas, a nastepnie zanika. Ten fakt moze byc równiez
udowodniony na podstawie zaleznosci (3) i moze byc uogólniony na przypadek, gdyn jest
dowolna liczba nieparzysta. Zupelnie inaczej przedstawia sie sytuacja z membrana lub ogólniej
dla n parzystych.

Warunki (9) dla n parzystych implikuja nastepujaca wlasnosc rozwiazania: sygnal wydany
w przestrzeni parzystowymiarowej dociera do dowolnego punktu i trwa wiecznie.
Gdybysmy zyli w swiecie plaskim dwuwymiarowym lub czterowymiarowym, slyszelibysmy
wszystko, co zostalo kiedykolwiek powiedziane, a wiec nie rozumielibysmy niczego.
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