Troche teorii

Jeicli n jest liczba naturalng wigkszg od 3
2k lub

n = 2k 3, gdzie & jest liczby naturalng
wigkszi od 1. Niech hedzie dany trojkat ABC,
MNa bokach AB i AC obierzmy odpowiednio

i roiniy od 5, to jest postaci n =

]
punkty D i Etak, aby BD & AB, CE

p CA, a bok BC podziclmy na k réwnych
Cresci,
Przez kazdy punkt podzialu prowadzimy do
przecigeia ¢ DE odeinki réwnolegle do AB
PAC, Otrzymujemy w ten sposdb podazial
trajkata na 2k trojkatow do niego podobnyeh.
Laczac ponadio frodki odeinkow 4D, DE
14 otrzymujemy podzial trdjkata ABC na

2+ 3 irdjkgty do niego podobne,

f1g — konfliguracja poczatkowa w chwili t = fo
{stan przed odkszlalceniem ofrodka)

1y — konfiguracja w chwili r = ¢, (stan po
odksztalceniu osrodka)

sprezystosci

Mgr Waclaw FRYDRYCHOWICZ

,,Fale sejsmiczne niosg informacje o wiasnosciach fizycznych osrodka, o defektach wystepujacych
w jego strukturze i o nieciaglosciach parametrow sprezystych we wnetrzu Ziemi” pisal rok temu
(«Delta» 1975, nr 1) A. Guterch w swym artykule o badaniach nad gleboka struktura Ziemi.

W sejsmologii wnioskowanie o strukturze niedost¢gpnych bezposredniemu badaniu geologicznemu
obszaréw wnetrza Ziemi odbywa sig z grubsza méwiac, wedhig nastepujacego schematu: ,,gdyby
Ziemia byla jednorodnym oérodkiem sprezystym, to potrafiliby$émy przewidzieé, jaki bedzie obraz
drgan wywolanych np. wybuchem na sejsmografie odleglym o tyle a tyle od punktu, w ktérym

te drgania zostaly wywolane. Wszelkie odchylenia obrazu zarejestrowanego przez sejsmograf

od obrazu idealnego $wiadcza o niejednorodnosciach oérodka; charakter tych odchylen pozwala
ustali¢, jakie to mogg by¢ niejednorodnosci®.

Umiejetnos$é odezytania informacji niesionych przez fale sejsmiczne wymaga wigc znajomosci

teorii rozchodzenia sig drgan w osrodku sprezystym. Zajmiemy sie tym wiasnie zagadnieniem.

Dla kazdego osrodka sprezystego mozna podac charakterystyczne dla niego parametry. Nazywamy
je stalymi materialowymi. Je$li o$rodek jest jednorodny (gestosé jego jest stala) oraz izotropowy
(sposdb rozchodzenia sig fal jest jednakowy w kazdym kierunku), to wlasnodci sprezyste tego
os$rodka mozna w pelni scharakteryzowaé przez podanie dwu tylko stalych materialowych: modutu
Younga E i wspolczynnika Poissona » (oraz gestosci g). Modul Younga ma, jak wiadomo,

wymiar kG/em?, v jest wielkoscig bezwymiarowa, spelniajaca teoretycznie nieréwno$é 0 < v < 1/2,
Eksperymentalnie stwierdzono, ze wspolczynnik Poissona zawarty jest na ogdl w przedziale

(1/4, 1/2). Czesto postugujemy sig innymi stalymi materialowymi A i », zwanymi stalymi Lamégo.
Sa one zwiazane z E i v nastepujaco:

E_(31+2#)# 4
T Ap 2A+p)

Stale 4 i u sa dodatnie dla kazdego osrodka spreZystego i — jak wynika z powyiszych
zwigzkow — w pelni charakteryzuja dany jednorodny i izotropowy osrodek sprezysty.

Przypusémy teraz, ze mamy do czynienia z nicograniczonym we wszystkich kierunkach osrodkiem
sprezystym i ze w pewnym jego punkcie wywolane zostalo zaburzenie, powodujace przemieszczenie
(zmienne w czasie) pewnego punktu. Z przemieszczeniem si¢ tego punktu beda zwiazane
oczywiscie zmienne w czasie przemieszczenia punktéw niezbyt odleglych. Przemieszczenie
punktéw wypelniajacych poczatkowo pewien obszar zwany w tej teorii konfiguracja bedzie
oznaczalo odksztalcenie si¢ tego obszaru: moze zmienié si¢ zaréwno ksztalt jak i objetosé. Latwo
zauwazyc, ze kazde odksztalcenie mozna rozlozyé na dwie ,,skltadowe’: odksztalcenie czysto
postaciowe (zmiana ksztaltu bez zmiany objetoséci) i odksztalcenie czysto objgtosciowe (zmiana
objetosci bez zmiany ksztattu — podobienistwo). Oczywiscie lokalne odksztalcenie osrodka bedzie
powodowalo réwniez przemieszczenia punktéw coraz dalej polozonych od poczatkowego
zaklocenia, odksztalcenia obszaréw coraz bardziej odleglych: zaburzenie spowoduje

rozchodzenie si¢ w oérodku fal sprezystych.

Ten uproszczony obraz pozwala przewidywac, Ze znajomo$é zwiazkdw pomiedzy
przemieszczeniami punkt6w osrodka, dziatajacymi w ofrodku sitami i parametrami
charakteryzujacymi oérodek, oraz zaleinosé tego wszystkiego od czasu powinny umozliwic¢
przewidywanie przebiegu rozchodzenia si¢ zaburzen w osrodku. I tak rzeczywiscie jest.

W analizie teoretycznej rozchodzenia sig fal w oérodku sprezystym wychodzi si¢ z tzw. réwnan
Naviera (réwnain przemieszczeniowych). Aby je napisaé, identyfikuje si¢ ofrodek z kartezjanska
przestrzenig tr6jwymiarowa o osiach wspélrzednych x;, x5, x3. Jesli przez X = (%1, X2, %3)
oznaczy¢ poczatkowe polozenie pewnego punktu o§rodka w chwili 75, a przez X = (xy, X3, X3)
polozenie tego samego punktu w chwili ¢, to

X=X = U = (uy, 4z, u3)
bedzie wektorem przemieszczenia tego punktu. Przemieszczenie to zalezy nie tylko od czasu,
ale i od polozenia poczatkowego. Jesli wige przyjac
X = xl(i,f) = x1(%, %1, X3, 1)
w=xXn-% da I=1,23,

a wiec kazda sktadowa przemieszczenia jest funkcja czterech zmiennych (trzy wspéirzedne i czas).
Zaklada si¢ przy tym, Ze przemieszczenie U jest zawsze zwiazane z dzialaniem tzw. sil masowych,
ktorych wielko$¢ réwniez zalezy od polozenia punkiu i od czasu. Sily masowe oznaczamy
symbolem P:

P= (PI;PZ;PI)-
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Wartoic wspdlczynnika n rowna 5 oznacza,

#e predkodé fazowa emitowane] fali
elektromagnetyeznej w jonoslagze jest
wigksza nit ¢ (rowna 2¢). Ale z teorii
wzglednosci wiemy, ze sygnaly nie moga sig¢
rozchodzié z predkodcig wicksza niz ¢.

Ma szczgfcie otrzymany wynik nie jest
sprzeczny z teorig wzglednoscei.

Predkosci fazowe mogg przekraczaé c.
Ograniczenie dotyczy tzw. ., predkosci
grupowej’ fali, ktéra dla fali
clektromagnetycznej rozchodzycej sie

w proini, rowna jest predkosci fazowej fali.
Niestety ramy tego dzialu nie pozwalaja na
opisanie rdznicy tych dwach wielkoéci.
Zainteresowanych odsylamy do ksigzki

F. C. Crawforda ,,Fale'” (PWN — 1972).
Warlo jeszeze zauwaiyé, fe w rzeczywistosci
wartosé a silnie zaleky od czestodcei fal
radiowych 1 jest wigksza od jednosci dla

va = 50 MHz.

Wiasnosé (4) jest rébwnowakna stwierdzeniu,
te dla dowolnej powierzchni zamknigtej
suma (po wszystkich elementach powierzchni)
rzutow odksztalcen elementow tej
powierzchni opisywanych przez potencjal
wektorowy na kierunki prostopadle do tych
elementdw (zwrot prostopadlej wybieramy
na zewnatrz powierzchni) jest rowna zeru.
Podobnie fakt, ze odkszialcenic opisywane
potencjalem skalarnym jest dane przez
gradient potencjatu (g,x), jest rownowainy
stwierdzeniu, Ze suma takich odksztalcen
wzdluz dowolnej krzywej zamknigtej jest
réwna zeru,

Teraz mozemy juz napisa¢ rOwnania Naviera. Majg one postac

3
azlﬁ

6zﬂj 2 ﬂzu;
—en +(l+p)27+91’: =
4 axj ~ ax;dx; ar

dla i = 1, 2, 3. Posta¢ (1) jest skomplikowana. Dla ulatwienia Zycia w mechanice czgsto
wprowadza si¢ réZne umowy upraszczajace zapisywanie wzorow:

(1) Ju
J

Xy
— pochodng czastkowa wzglgdem czasu oznacza si¢ kropka nad funkcja rézniczkowana (a wiec

é &u
— pochodna czgstkowa ai oznacza sig¢ symbolem f; (a wiec np. -;3—-51- zapisuje sig¢ jako m.ﬂ);
xj

. E’zﬂg
np. ¥; oznacza ‘a:—z H

— wprowadza si¢ ponadto tzw. konwencje sumacyjng polegajaca na tym, Ze opuszcza si¢ znak
sumy, pozostawiajac go domysInosci czytelnika wszgdzie tam, gdzie w jednomianie
wystegpuje dwa razy ten sam wskaznik. Na przyklad wzor

of
*) df = ——dx;, j=12,3,
Bx,

nie ma sensu bez domysinego znaku sumy, ktéry wystgpuje po stronie prawej; w konwencji
sumacyjnej rowno$é (*) oznacza

S
14
N
i dx;

) i =

Po zastosowaniu tych umow do rownan (1) mozemy przepisac je w postaci (pozornie) prostszej:
(2) puy, g+ (A puy, p+oPy = oil;, i,j=1,2,3.

Jak mowilismy, rownania Naviera opisuja zwigzek miedzy wlasnosciami materiahi,
przemieszczeniami i dziatajacymi sitami masowymi a polozeniem punktu i czasem. Nie bedziemy
tu zajmowali si¢ wyprowadzaniem i interpretacja tych rownani. Do naszych celéw wystarczy
bowiem wiedzieé, ze z dobrym przyblizeniem opisuja one zachowanie sig rzeczywistych
izotropowych i jednorodnych osrodkéw sprezystych.

Wyprowadzenie z (2) réwnan opisujacych rozchodzenie sig fal sprezystych jest dosé proste —
jesli zastosowaé pewne dodatkowe triki techniczne. Okazuje si¢ mianowicie, Ze mozna tak
wprowadzi¢'cztery pomocnicze funkcje @ i vy, ¥, V3, by spelnione byly zwiazki:

3) Uy = W:t‘*'ekmwl,ln; k,iim=1,2,3

pamig¢tamy o konwencji sumacyjnej!), gdzie
1 gdy <k, I, m) jest parzysta permutacijg liczb 1, 2, 3,

£xm = {0 gdy jakie$ dwie z liczb k, I, m sa rowne,

] —1 gdy ¢k, I, m> jest nieparzysta permutacja liczb 1, 2, 3;
przy tym
(4) = 0.
Zarowno funkcja g, jak i tréjka funkeji (y,, v2, ws) maja dobrze okreslone interpretacje
fizyczne. Pierwsza z nich, zwana potencjalem skalarnym, charakteryzuje odksztalcenia
objetosciowe, natomiast ¢ = (i, 2, ¥3) nazywa si¢ potencjalem wektorowym i charakteryzuje
odksztalcenia postaciowe.
Podobny zabieg mozna réwniez zastosowa¢ do wektora sil masowych:
tak dobiera sie funkcje @ i ¥' = (¥, ¥,, ¥,), by byly spetnione zwigzki

(5) Py= D teumPime kilim=1,23

(interpretacji @ i ¥ nie omawiamy).

Podstawiajac zwiazki (3) i (5) do rownan Naviera (2), otrzymamy nast¢pujace zaleznosci:
6) [(A+20)@, 15+ 0P — 0§+ eumlprys, 15+ 01 — 0¥],m = 0.

Poniewaz funkcje @ i v, sa niezalezne, wigc rOwnanie (6) jest spelnione gdy oba wyrazenia
w nawiasach oddzielnie rownaja si¢ zeru.
Otrzymamy wtedy nastgpujace rownania:
A2
— vz - = —m
(7 e 7 '

%Vzw“"ﬁe = ¥,

gdzie symbol V?* zastepuje operator rézniczkowy postaci
a* a2 a*

e S
dx}  0xi  oxd
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W przypadku jednowymiarowym

r A ia jed dnego bez sil
masowych
élg dip
P i s e = {
“ et T e

jest funkeja
olx, 1) = Asin -%'- (x—ct) (sprawdiciel)

opisujgca rozchodzenie sig fali o amplitudzie A
(dowolnej) i Sei w (d Inej)

w dodatnim kierunku osi x z predkoicia ¢.

Oznaczajac

réwnanie (7) mozemy zapisa¢ nastgpujaco:

(8.1) AVip—§ = -,
(8.2) caViy—9, = -V,

Ostatnie rownania nazywamy falowymi. Rownanie (8.1) charakteryzuje falg rozchodzaca sig

z predkoscia ¢, . Nazywamy ja falg podhuzna, albo fala P. Fala ta opisuje rozprzestrzenianie sig
odksztalcenia objgtosciowego. Z réwnania (8.2) wynika, ze czestosé przemieszczenia odpowiadajaca
funkcji ¥, przenosi si¢ z mniejsza predkoscia c;. W sejsmologii fala rozchodzaca sie

z predkoscig ¢; nazywana jest fala poprzeczng albo fala S. Z predkoscia ¢, rozchodzg sig
odksztalcenia czysto postaciowe. Z okreslenia ¢, wynika, ze jezeli 4 = 0, to ¢; = 0. Oznacza to,
ze fala S nie moze si¢ rozchodzi¢ w ofrodku charakteryzujacym si¢ zerowa sztywnos$cia na
odksztalcenia postaciowe. W sejsmologii przyjmuje si¢ 4 = u, co odpowiada przyjeciu wartosci

1
= i W nieskoniczonym, jednorodnym i izotropowym osrodku spre¢zystym kazde zaburzenie

daje si¢ przedstawi¢ za pomocg superpozycji fal P i fal S. Jezeli jednak cialo jest ograniczone
albo niejednorodne, to wzbudzane sa w nim réwniez inne typy fal. (Najwazniejszymi z nich sg
fale powierzchniowe, ktére rozprzestrzeniaja si¢ w poblizu granicy). W tablicy ponizej podajemy
predkosci ¢, i ¢, dla kilku oérodkéw sprezystych.

Osrodek Aluminium Miedz Stal Olow
¢y [m/s] 6,32-10° 4,36-10° 5,80-10° 2,14-10°
v 0,345 0,343 0,290 0,441 )
predkosé ¢, mozna wyliczyé ze wzoru: c3 =ci- -12-:-2”1

Rozwiazanie przykladu 2 z zadania F 27.
Wprowadzamy oznaczenia tak, jak zaznaczono na rysunku 1, gdzie s oznacza najmnicjszg odleglodé satelity od punktu
obserwacyjnego, o jego predkodd, a @y — kgt jaki tworzy trajecktoria satelity z kierunkiem jego obserwacji w momencie
dokonywania i-tego pomiaru czestosci sygnalow,
Zachodzi oczywisty zwigzek:
“vti—t)

= "

[4)] clgy =

gdzie #{ oznacza czas i-tej obserwacji, a /o odpowiada chwili czasu, kiedy satelita znajduje sig najblizej punktu
obserwacyinego (1; = 0).

Na obserwowang zmiang czestodci sygnaléw wplywa jedynie skladowa predkodci satelity réwnolegla do kierunku
obserwacji (przypadek nierelatywistyczny), Dlatego:

1
2 V)= g —————— M ¥ (1 + vCDK'xI)
§_ peosat € !
-

gdzie vy i vo 53 odpowiednio obserwowang i emitowang czestofcig sygnalow.
Eliminujgc kat o1 2 wzoréw (1) i {2) otrzymujemy:
o

.
c

[&)] M= e =
Yo ol '
1+ 3 (—tg)*
Wielkodciami niewiadomymi we wzorze (3) sq: fp, vo. v i 5.

Nalety zauwaiyé, Ze teorctycznie wielkodci 5 i v nie 53 niczalezne. Bowiem w ruchu satelity dookola Ziemi silg
doirodkowg odpowicdzialng za jego ruch jest sila powszechnego cigZenia. Stgd natychmiast wynika zwigzek:

4 = Jf ot a2
« ® I/ £ (' R ) y
gdzie g jest przyspieszeniem grawitacyjnym ziemskim, a R promieniem Ziemi. Poniewai na ogdl! 5 {{ R, wartos¢ p jest
nieco mniejsza od picrwszej predkoici kosmicznej réwnej 7,9 - ™ D duzych [#; — f5]| prawa strona wzoru (3) jest
5

w przyblizeniu réwna swojej granicy prazy [{j — fy|— 0. Korzystajac z tego otrzymujemy dla v, przyblizony wartosé
40,00129 MHz. Natomiast rozwazajgc wzdr (3) dla [#f — ] ~ 0 moiemy ocenié wartosé ty otrzymujac w przyblizeniu
" km _

B7 s (¢r; = 0). Wartod¢ 5 wynosi okolo 420 km, a tym samym o =~ 7,65 - o Czytelnikdéw zachecamy do -
dokladniejszego dopasowania parametrow fg, ¥o | 5 metoda iteracyjng do wartosci v) podanych w zadaniu.

Na wysokosci 420 km atmosfera jest tak rozrzedzona, e wspdlezynnik zalamania jest dla niej praktycznie réwny
ednoici. Czytelnicy, ktdrzy rozwigzali picrwszy przyklad ninicjszego zadania moga mieé jednak waytpliwosci, czy

réine od jednosei wspdlczynniki zalamania nizszych warstw atmosfery nie odgrywaig roli w rozwigzaniu. Otéz nie,
Wspdlczynnik zalamania dla drodowiska, w ktérym porusza sig satelita moina uznad za réwny jednodei (5 = 400.km), -2
a nizsze warsiwy atmosfery nic zmicniajg czestosci emitowanych fal.
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