Metody Monte Carlo (VI)
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Dr Ryszard ZIELINSKI
GENERATORY LICZB LOSOWYCH

Juz w poprzednich odcinkach po$wieconych metodom Monte Carlo spotkali$my si¢
z nastepujacym zadaniem: ,,wylosowac punkt z danego przedzialu™ lub ,,rzucié na chybil-trafil
punkt na kwadrat jednostkowy’. Obecnie zajmiemy si¢ blizej sposobami realizacji takich poleceni.
Mowiac dokladniej, zajmiemy si¢ nieco ogdlniejszym zadaniem, a mianowicie: dana jest pewna
zmienna losowa X; nalezy zaprojektowac taki eksperyment, aby w wyniku tego eksperymentu
otrzymac wartos¢ tej zmiennej losowej. MoOwiac, ze ,,dana jest zmienna losowa X" mamy
na mysli to, ze dany jest jej rozklad prawdopodobienstwa.
Zadanie jest bardzo latwe, gdy zmienna losowa X ma nastepujacy rozktad dwupunktowy:
{(x1, 1/2), (x2, 1/2)}, przy czym x; # x; (gdy x, = x,, zmienna losowa stale przyimuje jedna
i t¢ samg warto$¢). Odpowiedni eksperyment moze przebiega¢ w nastepujacy sposéb. Rzucamy
symetryczng moneta. Jezeli wypadnie orzel, rejestrujemy wartos¢ x, ; jezeli reszka — warto$é x,.
W ten spos6b zarejestrowana warto$¢ jest zmienng losowa o zadanym rozktadzie. Zadanie nieco
P komplikuje sig, gdy zmienna losowa moze przyjmowaé m rdéznych wartodci; ma ona wtedy
rozklad {(x;, p;),j = 1,2, ..., m}. W specjalnych przypadkach, gdy m jest np. jedna z liczb 4, 6,
o ) 1 e 8, 12 lub 20 i gdy wszystkie p; sq rOwne, zamiast monety mozemy uzyé odpowiedniej kostki—
Tt ¥ % —wieloécianu foremnego, na ktérego $cianach wypisano kolejno wartosci x;, X2, . Xm.
Obserwowane w wyniku rzutéw wartosci sg realizacjami zmiennej losowej o danym rozkladzie.
P Gdy prawdopodobiefistwa py, pa, ..., Pm 5a réZne, najwygodniejszym mechanizmem jest tarcza
, kola, na ktérym zaznaczono segmenty o katach proporcjonalnych do prawdopodobiefistw p;
1 kazdemu segmentowi przyporzadkowano odpowiednia liczb¢ x;. Kolo takie zamocowuije si¢
T G na trzpieniu tak, Zeby otrzymac zwyklego baka. Gdy uruchomiony bak zatrzyma sig, punkt
stycznodci krawedzi kola z podlozem wyznaczy wartoéé x;.
Wszystkie takie urzadzenia nazywa sig zwykle generatorami liczb losowych. ,,Uniwersalnym”
generatorem liczb losowych jest wigc wirujaca tarcza podzielona na sektory proporcjonalne do
prawdopodobienistw, z jakimi powinny pojawiaé si¢ poszczegdlne liczby. Poniewaz zbudowanie
odpowiedniej tarczy jest juz sprawg czysto techniczna, zadanie ,,Josowania” liczb o réznych
rozktadach mogliby$émy uznaé za rozwiazane. Ale ...
Wiasnie! Istnieje jednak pewne ,,ale”, ktore nakazuje nam szukaé innych rozwiazan. Tym ,,ale”
jest mata praktyczna przydatno$é takich tarczowych generatoréw. Po pierwsze, gdyby$my mieli
losowac liczby wedlug réznych rozkladéw prawdopodobienstwa, musielibyémy dla kazdego
rozktadu budowaé nowg tarcze. Po drugie, wyobrazmy sobie, Ze mamy wylosowaé np. 100 000
liczb. Nawet, gdyby wszystkie liczby mialy byé losowane wedlug tego samego rozkladu (tzn. za
pomocy jednej tarczy), czasochtonnoé¢ manipulacji z wirujaca tarcza jest bardzo duza
i praktycznie trudno pogodzié si¢ z takim rozwiazaniem. W dodatku naturalne zuzywanie si¢
naszego narzgdzia i zwykle zmeczenie moze doprowadzié do tego, Ze tarcza nie bedzie
zatrzymywala si¢ z jednakowym prawdopodobiefistwem na kazdym punkcie swojego obwodu,
a wigc realizowany rozklad prawdopodobieristwa bedzie odbiegal od rozkladu postulowanego.
Po trzecie, wigkszos¢ wspolczesnych rachunkéw wykonuje si¢ na maszynach cyfrowych, a nie
bardzo wiadomo, jak opisane wyzej urzadzenie dopasowaé do takich maszyn.
Powyzsze zastrzezenia staly si¢ przyczyng opracowania specjalnych urzadzen, ktére moga by¢
wmontowane w maszyng cyfrows. Maszyna wyposazona w taki generator liczb losowych moze
na zadanie drukowa¢ potrzebna ilo$é takich liczb, otrzymywanych przy réznych rozkladach
prawdopodobieristwa, lub wykorzystywacé te liczby do zaprogramowanych obliczes (np. do
obliczania calek lub rozwiazywania réwnan metodami Monte Carlo). Jak zbudowane sa takie
urzadzenia?
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Przede wszystkim pokazemy, ze potrafimy generowac liczby losowe wedlug dowolnych
rozkladéw prawdopodobienstwa, jezeli tylko potrafimy generowacé liczby wedlug rozkladu
jednostajnego na przedziale (0,1). Wyjasnijmy, Ze zmienna losowa u ma rozklad jednostajny

na przedziale (0,1), jezeli dla dowolnych liczb a, b(a < b) z tego przedzialu P{a < u < b} = b—a
(patrz artykul o prawdopodobienstwach geometrycznych, Delta 6/1975). Przypusémy, ze umiemy
generowacé takie liczby, a chcemy generowacé liczby losowe wedlug rozkladu

® {(x5,p0) J=1,2,...,m}.

Podzielmy odcinek jednostkowy na rozlaczne podprzedzialy 4,, 4, ..., 4, o dlugosciach
odpowiednio rownych py, p3, ..., pn (mozZna tak zrobi¢, gdyz jak wiadomo Zp; = 1).
Wygenerujemy teraz liczbe U wedlug rozkiadu jednostajnego na przedziale (0,1). Bedziemy
przypisywali zmiennej X wartoéci x;, jezeli wygenerowana liczba U nalezy do przedzialu 4;.
Wtedy oczywiscie

P{X =x;} = P{Ued,}

a poniewaz przedzialy 4, zostaly tak dobrane, zeby prawdopodobienstwo po prawej stronie

bylo réwne p,, to liczby X otrzymywane w wyniku naszego postgpowania majg dany rozklad (*).
Pozostaje wyjasni¢, jak maszyna cyfrowa generuje liczby U wedlug rozkladu jednostajnego na
przedziale (0,1). Bedzie nam tu potrzebna jeszcze jedna uwaga. Ot6z kazda liczba z przedziaiu
(0,1) moze by¢ zapisana binarnie w postaci

0. €C1C3C3 +-n

gdzie ¢, €3, €3, ... 52 rOwne zeru lub jednosci. Niektore liczby maja takie dwa zapisy: w jednym,
poczynajac od pewnego miejsca wystepuja same jedynki, w drugim — same zera (patrz,,Mala Delta”
8/1975). Dla jednoznacznosci uméwmy sie, ze liczby takie bedziemy reprezentowali zapisem
koniczacym si¢ samymi zerami (np. z dwéch postaci 0,01 (0) i 0,00 (1) liczby 1/4 wybieramy

postac pierwsza). Istotng role w dalszych rozwazaniach odgrywa nastepujace

Twierdzeaie. Niech (c,), i = 1, 2, .... bedzie nieskoficzonym ciggiem niezaleznych zmiennych
losowych takich, Zze dla kazdego i mamy
1
P{C[':o} == P{C] = I} = E.
Jezeli 0, ¢, ¢z ¢ ... jest zapisem binarnym liczby U, to dla kazdych liczb a, b(a < b)
z przedziatu (0,1) mamy .

Pla<U<b}=b—a
tzn. U ma rozklad jednostajny na przedziale (0,1).

Z twierdzenia tego wynika, Ze potrafimy generowac liczby losowe wedlug rozkladu jednostajnego
na przedziale (0,1) — a wigc réwniez wedhug dowolnego rozkladu — jezeli potrafimy generowa¢
ciagi zer i jedynek tak, by zera i jedynki pojawialy si¢ z prawdopodobiefistwem 1/2, a wyniki
poszczegblnych krok6é6w byly niezalezne. Mamy tu wiec do czynienia z dobrze znanym ciagiem
prob Bernoulli’ego, w ktdrym kazda proba konczy sig z prawdopodobiefistwem 1/2 sukcesem
(,,jedynka”) lub porazka (,,zero’). Wynika stad, ze dla generowania liczb o dowolnych
rozkladach wystarczy nam symetryczna moneta. Pozostaje jeszcze tylko wyjasnic, jak taka
,,monetg” poshiguje si¢ maszyna cyfrowa. Otéz maszyny cyfrowe korzystaja zwykle z jednego

z dwoch nastepujacych rozwiazan.

1. Wiadomo, Zze w urzadzeniach elektronicznych pojawiaja si¢ tzw. prady szumowe. Prady te
maja w czasie przebieg bardzo nieregularny, a ich wartoéé w kazdej chwili zalezy od ,,czystego
przypadku”. Typowy przebieg takiego pradu wyglada mniej wigcej tak:
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Prady takie mozna wzmacniac¢ i mierzy¢. Mozna dobra¢ taka wartosé tego pradu, aby
prawdopodobienistwo, Ze wartosé ta bedzie w danej chwili ¢; przekroczona bylo réwne 1/2.
Niezalezno$é tego, co sig dzieje w poszeczegdlnych chwilach #y, 1,1, 3, ... mozna zagwarantowac
przez wybranie dostatecznie duzego odstepu czasu f,—#;_, pomigdzy kolejnymi odczytami
(,,dostatecznie duzy™ odstgp czasu, to np. odstep kilku tysigcznych sekundy). Wystarczy

teraz wmontowaé do maszyny odpowiednie Zrodto szumow i rejestrowac w jej pamieci 0,

gdy w chwili pomiaru prad szumowy ma warto$é ponizej, lub wartoéé 1, gdy powyzej
odpowiednio ustalonego poziomu. Z takich zer i jedynek maszyna skiada liczbg i posyla ja

do odpowiedniego rejestru, skad moze by¢ czerpana do obliczen. Poniewaz urzadzenie szumiace
pracuje bez przerwy, rejestr taki stale zmienia sig i jezeli z tego rejestru pobierzemy kolejno’
dwie liczby, to beda to liczbv utworzone z réznych odcinkéw ciggu zer i jedynek.
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W rozwigzaniu zadania M 52 (Delta 61975,
str. 7) napisaliémy, 2e nie wiadomo nam, czy
praestrzen tréjwymiarowa pozbawiona
jednego punktu jest sumy prostych
rozlycanych.

Profesor Jan Mycielski z University

of Colorado w Boulder (USA) podal w lidcie
z dnia 20 patdziernika ub. r. dowdd
twierdzenin orzekaigcego, e odpowiedz na to
pytanie jest twierdzgca. W dowodzie tym
korzysta on z pewnika wyboru (dokladniej:
% twierdzenin o dobrym uporzgdkowaniu),

2. Druga metoda stosowana w maszynach cyfrowych polega na wykorzystaniu Zrédet
promieniotwérczosci, W odpowiednim bloku maszyny umieszcza si¢ substancje
promieniotwdrcza i licznik wypromieniowanych czasteczek. Stan tego licznika ulega zmianom

w losowych chwilach czasu i po odpowiednim przeliczeniu moze by¢ traktowany jako Zrédlo
odpowiednich liczb losowych. Najczeséciej wskazania licznika przelicza si¢ odpowiednio na ciag
zer i jedynek (np. zero, gdy w danej chwili stan licznika jest parzysty i jedynka w przypadku
przeciwnym), a nastepnie, zgodnie z podanym wyzej twierdzeniem te zera i jedynki sklada sig

w liczby. Przedstawiony wyzej obraz generatorow liczb losowych w maszynach cyfrowych jest
bardzo uproszczony i pozwala tylko na zorientowanie si¢ w og6lnej idei tego typu rozwigzan.
Naprawdg sytuacja jest znacznie bardziej skomplikowana. Wystarczy np. chwilg zastanowié sig
nad tym, jak wybiera¢ poziom odniesienia szumédw (ktory przeciez decyduje o tym, czy w danej
chwili zarejestrujemy zero, czy jedynke), aby prawdopodobieristwo zera (lub jedynki) bylo
dokladnie rowne 1/2. Albo, jak kontrolowa¢ rozpad substancji promieniotwérczej, aby zera

i jedynki pojawialy si¢ z jednakowym prawdopodobienstwem. Dla uzytkownika maszyny nie sg to
jednak problemy istotne; wystarczy mu, Ze po napisaniu w programie odpowiedniej formuly
otrzyma liczbg losowa wygenerowana wedlug zalozonego rozkiadu prawdopodobiefistwa.
Twierdzenie lezace u podstaw opisanych metod generowania liczb losowych w maszynach
cyfrowych bylo juz wlasciwie — chociaz w nieco innej wersji — przez nas wykorzystywane, gdy
za pomoca kostki rzucali§my punkty na prostokat obliczajac pewna calke (por. Delta 1/1976).
Tam jednak poszczeg6lne cyfry ¢y pochodzily z dziesiatkowego systemu liczenia, a mechanizm
losowy (dwudziestoécian lub dziesigciograniasty baczek) gwarantowaly nam pojawianie si¢ kazdej
z dziesigciu cyfr z jednakowym prawdopodobienstwem. Sformulowanie tego twierdzenia dla
przypadku k-arnego systemu zapisywania liczb i urzadzenia, ,,produkujacego” cyfry 0, 1, ..., k—1,

. - 1 g . .
kazda z prawdopodobienstwem % pozostawiamy Czytelnikowi.

i Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOW SKI

M 79. Udowodnié, ze jezeli # jest liczba naturalng wigksza od 3 i réing od 5, to dowolny
trojkat mozna podzielié na n tréjkatéw podobnych do niego.
Rozwigzanie na str. 12 W. Mnich
M 80. Czy istnieje liczba naturalna n, ktéra mozna przedstawi¢ w postaci n = x!+y! (x < ¥)
dwoma sposobami?
Rozwiazanie na str. 2
M 81. Udowodni¢, ze rébwnania

ax*+bx+c=10

ex*+bx+a=0

gdzie a =~ ¢, maja wspolny pierwiastek wiedy i tylko wtedy, gdy la+¢| = [bl.
Rozwiazanie na str. 3.

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F 27. W artykule zamieszczonym na stronie 4 niniejszego numeru «Delty» zostal omowiony
tzw. efekt Dopplera. Zainteresowanym proponujemy obecnie rozwigzanie dwoch przykladow
praktycznego wykorzystania tego zjawiska.

Przyklad 1.

Na rakiecie umieszczono nadajnik radiowy emitujacy regularne sygnaly o czgstosci 10 MHz.
Nastepnie rakieta zostala wyslana w gorne, zjonizowane warstwy atmosfery, gdzie wspolczynnik
zalamania dla fal radiowych jest rézny od jednosci. Stacja naziemna odbierala sygnaly od rakiety
nakladajac je na inne, wzorcowe oscylacje, réwniez o czgstosci 10 MHz. Kiedy szybkosé

m . .
oddalania sie rakiety wzdluz kierunku obserwacji wynosilta 600 L w aparaturze odbiorczej

zaobserwowano wystgpowanie wzmocnien z czgstocig 10 Hz.
Jaki jest wspolczynnik zatamania §rodowiska, w ktérym poruszala si¢ rakieta? Rozwigzanie
na str. 2

Przyklad 2. (zaczerpnigty ze zbioru zadan A. B. Pipparda).

Sztuczny satelita Ziemi, emitujacy sygnaly radiowe o stalej czestosci, przelatuje nad punktem
obserwacyjnym, gdzie notuje si¢ co T = 20 s czgstosci odbieranych sygnaléw. Zanotowano
nastepujace wartosci: 40,00215 MHz, 40,00208 MHz, 40,00196 MHz, 40,00175 MHz,

40,00141 MHz, 40,00106 MHz, 40,00077 MHz, 40,00059 MHz, 40,00049 MHz, 40,00043 MHz.
Czy powyzsze obserwacje moga postuzyé do wyznaczenia predkosci satelity oraz jego
najmniejszej odlegtosci od punktu obserwacyjnego? Trajektorig satelity mozna przyjac za linig
prosta. Rozwiazanie na str. 14.
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