Kombinatoryka 1 boisko

ﬁ"’*ﬁfﬁ‘s/"'@
AL

Dr hab. Wiktor MAREK

— Wiasciwie to ja bardziej lubie gra¢ w siatkowke niz pi¢ piwo, powiedzial
Staszek do kolegéw rozpinajgc ortalionowa wiatrowke i grzejac twarz w ostrych
promieniach marcowego slorica.
— Ba, kazdy woli, — mruknat Kazik.
— No wlasénie, jest nas szeSciu, Janek, Piotr I, Piotr II, Kazik, Bronek no i ja.
Gdybysmy mieli boisko do siatkéwki, to bylaby z nas nawet niezla druzyna.
— Pewnie.
— Ale gdzie graé?
— Na podwérku u Piotra I jest kawalek ziemi, kt6ry by si¢ nadat na boisko. Ale
trzeba by nad nim popracowac, zrobié roine rzeczy: splantowac teren, wykopaé
doly pod stupy, zrobi¢ te stupy, nawiez¢ ziemi, zrobi¢ wal Zeby byla trybuna —
dziewczynom tez si¢ co$ nalezy — no i zebraé butelki po wodce — jak je
sprzedamy to begda pienigdze na siatke i pitke.
— Chlopaki z Ogrodowej beda nam zazdro$cié.
— Ale gra¢ przyjda.
‘— Pewnie, ale jak juz bedzie gotowe.
— No to moze Janek, Piotr II i Bronek splantujg t¢ ziemi¢ — powiedziat
Staszek, — a ja z Piotrem I i Kazikiem wykopi¢ doly.
— Kto zrobi stupy?
— Ja — krzyknal Bronek, — ale nie sam.
— No pewnie, — powjedzial Staszek, — pomozZemy ci z Piotrem IL
— Do wozenia ziemi to ja sig nadam — dodal Piotr II, — mam stara taczke
w piwnicy.
— I ja, 1 ja — krzykneli Janek i Piotr 1.
— A ten wal to juz my ubijemy z Piotrem i Kazikiem — powiedzial Staszek.
— Przeciez juz razem kopiecie doly.
— A co, nie mozna?
— No, zostajg juz tylko te butelki, ale to proste — rzekl Janek — ja sam pochodzg
kolo zsypow.
> / | — Dobrze, mozemy p6j$¢ razem — rzekl Bronek.
v — Tylko, ze kto§ powinien by¢ odpowiedzialny za kazdg robote.
W/ \ /\m — 1 za rézne kto inny.
S\ . — No pewnie, niech sie chtopaki mecza — rzekd Piotr I1.
! — Ciebie tez nie minie.
— A co, wykrecam sig?
— Bardzo skomplikowana sprawa.
— Co?
— No wybor tych odpowiedzialnych.
— E, tam — rzek! Bronek — ja zorganizuj¢ rownanie boiska.
— A ja zajme si¢ tymi dolami — powiedzial Piotr I.
— No to ja bede dogladaé stupéw — dodat Piotr 11.
— Wigc ja muszg¢ si¢ wzigé za taczki — rzekt Janek.
— Klops.
— Co klops.
— Kto zajmie sig¢ szklem?
— A rzeczywidcie, albo Janek zostawi taczki, albo Bronek réwnanie boiska.
— Wy tak na sile, a tu sposobem trzeba.
— Juz mam, — powiedziat Staszek i zaczal coé kresli¢ patykiem na piasku.
— To bedzie tak: R6wnanie zorganizuje Bronek, kopanie doléw ja sam, stupami
zajmie sie Piotr II, wozeniem ziemi Piotr I, Kazik walem, a szklem Janek. Dobrze?
— Pewnie — krzykneli chlopcy i pobiegli wypi¢ ostatnie piwo przed zajgciem sig
czyms$ pozytecznym.
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Rozwigzanie zadania M 80.

Przypusémy, ze dia pewnych liczb
naturalnych xy, x3, ¥y, ¥; zachodzg zwigzki
xg 4yl = xal+yalixi < y1, %2 € ya,

Xy x3. Wowezas zachodzi tez nierdwnosé
¥i x3, gdyt w przeciwnym przypadku
byloby x1 !4 ! < x3!4+x3!l < x5!+ y:'lco
przeczyloby réwnodcl x; 14y, !
Poniewn# jest x; € yy, x3 <= ¥, wige liczba
X3 !4 p31—y | = x| dzielisig przez x; !, co
jest niemozliwe, gdy?z x; < x;.
Przypuszczenic nasze jest wige falszywe

& wigc nie istniejg liczby, kidre moina dwoma
sposobami przedstawi¢ w postaci x! { y!

X314yt

Symbol |A| oznacza ilodé elementéw zbioru A.

Rozwigzanie przykladu 1 z zadania F27
Zachodzi nastepujycy 2winzek migdzy
czestoscia fali emitowane] vo 1 czgstoscia
obserwownng v

B 1
(1) v L] - =T e

vy

gdzie v jest predkodciy oddalajycej sig
0), a vy predkodciy fazowy fali
elektromagnetycznej w Srodowisku, w ktérym

rakicty (v
naslgpuje emisja (v = rp A, gdzie 4 jest
dlugoscia fali w danym drodowisku).

L + P
Oczywiscie vy . gdzie ¢ jest predkoscia
n
fali elektromagnetycenej w prozni,

a n wspolezynnikiem zalamania srodowiska,

Poniewaz v <« vy wzor (1) motemy prezepisac
W postaci:
t v
y = r-n[l ) |'u{| n ]
vy \ ‘
Sty
(2) ¥—ral Ity

Crestosé wyslgpowania wzmocnien
w aparaturze odhiorczej aczywidcie odpowiada
rotnicy r— rp. Podstawiajgc znane wartosel

licabowe do wzoru (2) otrzymamy dla n
wartosé

Czy wartosd wapodlczynnika » mnigjsza od
jednosci nie niepokoi Was, Czytelnicy?

Zanicpokojonych odsyramy do str. 13,

Klopot kolegéw rozwiazany, ale zobaczmy, jak mozna go uogdlnié, tak by stal si¢ interesujacym
problemem matematycznym.

A wigc mamy zbidr X (to nasi koledzy z podworka) i ciag jego — niekoniecznie réznych —
podzbioréw X, ..., X,(X; to zbiér kolegdw, ktorzy splantuja teren, X to zbiér zlozony z tych,

co zrobig stupy itd). Teraz kazdemu ze zbioréw X, ..., X, chcemy tak przyporzadkowac jego
element (to wlagnie odpowiedzialny za prace), ktory nazwiemy reprezentantem, by réznym
wyrazom ciagu przypisane byly réine elementy (choé same wyrazy moga czasem si¢ powtarzaé).
Jesli wiec mamy takiciag €X;,a, >, ... < X,,a, >, ze a, € X;oraz i # j= a, # a, to nazwiemy
go selektorem dla rodziny (X, ..., X,).

A wigc kiedy uporzadkowana rodzina (X, ..., X,»> ma selektor? Bez trudu przekonujemy sig,

ze dla kazdej liczby k < n zlgczenie (suma teoriomnogoéciowa) dowolnych k spoéréd zbiorow
naszej rodziny X;, U ... U X (i; < iz < ... < ii) musi zawiera¢ co najmniej k elementow.
(Mamy bardzo prostg interpretacje na naszym przykladzie: Jesli wzigliémy jakiekolwiek cztery
sposrod naszych zbioréw, to ich zlaczenie zawiera¢ musi co najmniej cztery osoby, mianowicie
odpowiedzialnych).

Znacznie mniej oczywista rzecza jest to, ze wskazany warunek konieczny jest tez i dostateczny.
Twierdzenie powyZsze nazywa si¢ twierdzeniem Halla.
Twierdzenie Halla: Na to, by uporzadkowana rodzina <X, .
i wystarcza by dla kazdego k < n i dowolnego ciggu 1 < i; <

k
U Xy| > k.
J=1

.., Xn> miala selektor, potrzeba
e < e

Interesujacym, a mniej nieco znanym faktem jest to, ze mozna podac algorytm konstrukcji
selektora. Algorytm ten konstruuje selektor (o ile selektor istnieje). Opiszemy go poniiej. Bez
trudu mozemy zalozyé, ze nasz zbiér X sklada sig¢ z liczb. Jesli liczy on m elementoéw, to mozemy
zalozy¢, ze jest on po prostu zbiorem {1, ..., m}.

Zatem wypisujac elementy zbioréw X}, ..., X, po kolei mamy

Xl - {J:’ -"tjrll}n

Xo= {Js -sdty }-
Zaczynamy

od tego, Ze ze zbioru X wybieramy j} i par¢ ¢X;, /1> nazywamy chwilowym selektorem dla
zbioru X, . Par¢ te notujemy na specjalnej kartce noszgcej tytut ,,Selekror chwilowy™. Na kartce
tej bedzie do tego momentu stale wypisany ciag

<X19 al)s (XZQ az); ssry (th aR})

(oczywiscie najpierw jednoelementowy) zwany selektorem chwilowym rodziny (X, ..
(tez najpierw jednoelementowej).

|

Sprawdzamy teraz, czy k jest rowne n.

Jesli tak,

to na kartce ,,Selektor chwilowy™ wycieramy slowo ,,chwilowy™ i konficzymy pracg.

Jesli nie

czyli k < n, to mamy jedna z dwu sytuacji:

Albo

w zbiorze X, ,, jest liczba nie wystepujaca w zbiorze {ay, ..., ay} — patrz ,,Selektor chwilowy™.
Wowczas selektor chwilowy przedluzamy dopisujac na koricu parg

(Xiyr, b

o3 Xk>

gdzie b jest najmniejsza z liczb ze zbioru
Xey1— {al. »eeey ﬂ:}-
Zastgpujemy tez k przez k+1 i wracamy do [].

Albo

X1 C {ay, ..., ax}. Bierzemy wtedy nowa kartke, na ktorej wypisujemy elementy zbioru X .,
w pionowych kreskach, a pod spodem piszemy -¥-.

Mamy wigc napis

[ i

*

Napis na tej kartce nazwiemy listg, a jej czesci pomigdzy kreskami — sektorami (bgdzie ich
potem wigcej).

od

Mamy wige liste podzielong na sektory, powiedzmy Sy, ..., S;. Bierzemy teraz pierwsza z lic;b
naszej listy, nad ktéra nie ma kreski, niech bedzie to y (na poczatku weale nie ma kresek, wige
bierzemy po prostu pierwszg liczbg z listy).



@

Rozwiazanie zadanin M 81.

Zalézmy, e k jest pierwiastkiem kazdego
z danych réwnar, a wige Ze hod

ak*+bk+4c = 0,
ck?-+bk+a = 0.

QOdejmuige je stronami otrzymujemy
(a—c)k2—{a—¢) = 0, co wobec a # ¢ daje
k? = | czyli k = + 1. Podstawiajgc tg wartosé
k do ktoregod z rdwnan otrzymujemy a+ b+
+¢ = 0czy atc = Fbskad latc| = |bl.
Zaldimy teraz, te la+ ¢l = bl czyliate =

= Fhskad a+ b+ e = 0. Oznacza to, Ze
jedna z liczb 1§ —1 jest wspolnym
pierwiastkiem obydwu rownar,

a TOWnosci

Gdy takiej liczby nie ma,
stwierdzamy: ,,Rodzina {Xi, ..., X,> nie ma selektora” i koficzymy prace.

W przeciwnym razie

piszemy nad y kreske¢ i znéw mamy do czynienia z jedna z dwéch sytuacji:

Albo

y nalezy do {a,, ..., a,} — patrz ,,Selektor chwilowy”. Wtedy y jest reprezentantem ki6rego$ ze
zbioréw Xj, ..., X (i tylko jednego). Niech zbiorem tym bedzie X,. Wéwczas powigkszamy liste
o nowy sektor, pod ktérym piszemy y (tak, jak pod pierwszym napisalismy &), Nowy sekror
tworzq liczby ktére naleza do X, i nie naleza do zadnego z wypisanych juz sekforéw, a wige
elementy zbioru

Xo—=(5; v ... U S).
Gdy X, C S; v ... U S, dopisany sekror bedzie wygladal tak
| |

™
Zamiast ¢ bierzemy teraz t+1 (tyle mamy sektoréw) i wracamy do [][]

Albo

y nie nalezy do {a,, ..., a.}.

|

y jest na liseie w jakimé i tylko jednym sektorze, pod ktorym, co wigcej, jest co$ napisane,
powiedzmy m.

Teraz w ,,Selektorze chwilowym”™

gdy m = -
dopisujemy na koficu (X, y>, bierzemy jako k liczbg k+1 (tak dhugi mamy juz selektor),
wyrzucamy kartke z listg i wracamy do [];

gdy m # ¢
dla pewnego i < k jest m = a;. Wowczas zamieniamy napis <X, ,> na napis <X, y), bierzemy
Jako y liczbg m i wracamy do ["][1[].

Teraz trzeba juz tylko uzasadnié, ze nasz program wydrukuje selektor dla rodziny (X, ..., X,>
(o ile istnieje, a wigc jesli warunek Halla jest spelniony). Przypusémy przeciwnie: nie udato

nam si¢ utworzy¢ selektora. Stanie si¢ tak wtedy gdy byliémy w punkcie [ ][], ale nad
wszystkimi elementami listy byly kreski. Zatem na wypisanej lifcie pojawily si¢ wylacznie
elementy ze zbioru {ay, ..., @} (dlaczego?), cho¢ moze nie wszystkie. Powiedzmy — w liscie
naszej wypisaliémy ay, ..., a;,. Kazdy z nich jest reprezentantem ktéregos sposrod zbioréw

X, ..y Xy, mianowicie a, reprezentuje X}, , a, reprezentuje X; . Ale jesli a; wystgpuje w liscie.
to cale X; zostanie wypisane w liscie. Istotnie, to co nie zostalo wypisane do sektora pod ktérym
Jjest wypisana a;, zostanie wypisane w tym sektorze, A wigc w naszej liscic wypisalismy w+ 1
zbiorow: X, . a potem X, 17 +=s X1, Jednakowoz ich suma liczy w clementéw przeczac
warunkowi Halla,

A wigc wykazali§my skuteczno$é naszego algorytmu.

Ale udowodniliSmy po drodze istotne wzmocnienie twierdzenia Halla:

Jesli (X, ..., X, jest rodzing spelniajacq warunek Halla, k < 5 i (X}, a,), ..., <Xy, ax)) jest
selektorem dla rodziny <X, ..., X\, to istnieje taki selektor

(X, bidy oy (X, b)) dla rodziny X, ..., X2, 2e {ay, .., ax} C {byy ooy bu ).

A wigc jesli mamy wybranych odpowiedzialnych za pierwszych k zadan, to mozemy tak wybraé
odpowiedzialnych za wszystkie zadania, Ze obrani do tej pory bedg odpowiedzialnymi (choé
moze za inne zadania).

A dowod tego wzmocnienia? Po prostu podlaczamy do naszego programu selektor ¢<.X;, a>,
«oy { X, @) i startujemy z punktu [ No, ale to juz inna sprawa.

Zauwazmy wreszcie, ze Staszek — prawdopodobnie — znal nasz algorytm. Jesli bowiem
zastosujecie nasz program do rodziny:

{1,3,5}, {2,4,6), {3,5,6}, {1,2,3}, {2,4,6}, {1, 5} to otrzymacie selektor

«{1,3,5} 5%, <{2,4, 6}, 6>, <3, 5,6},> <3, {1,2,3}, 2, ¢{2,4, 6}, 4>, {1, 5}, 1)),

Zyczg wesolego sprawdzania!

Dociekliwy Czytelnik «Delty» spyta, czy twierdzenie Halla ma i inne zastosowanie — oprécz
wspomnianego wyzej. Otoz nie ma co ukrywaé, ma. Zaréwno w technice, na przyklad

w nowoczesnych centralach telefonicznych (tak, tak), oraz oczywiscie do réznych probleméw

matematycznych, zawsze tam, gdzie zachodzi potrzeba wyboru bez powtérzen, sortowania etc.
Do twierdzenia Halla redukuje si¢ wicle probleméw — szczegblnie w teorii graféw, a nikogo

chyba nie trzeba przekonywaé, Ze ta teoria ma zastosowania w technice (szczegdlnie w elektronice),

fizyce i innych dziedzinach.



