
Metody Monte Carlo (V)

Dr Ryszardz/EL/NSK/

OBLICZANIE CALEK (c.d.)
y. t (x) Podobnie jak w poprzednim odcinku, bedziemy zajmowali sie metodami Monte Carlo obliczania
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Prezentacje bardziej zaawansowanych metod musimy jednak poprzedzic pewnymi uwagami
i przypomniec pewne fakty ze szkolnego kursu rachunku prawdopodobienstwa.
Dla uproszczenia dalszych rozwazan bedziemy - podobnie jak przy prezentacji poprzednio
omawianej metody "orzel-reszka" - zakladali, zefjest funkcja nieujemna i traktowali calke (1)
jako pole powierzchni ograniczonej osia odcietych, prostymix = a, x = b i wykresem funkcjif
(rys. 1). Podzielmy odcinek(a,b) na m równych czesci i niechx bedzie odcieta punktu bedacego
srodkiemj-tego odcinka (rys. 2). Mamy wtedy, jak latwo sprawdzic

( 1) b-a(2) xJ = 0+ j- 2" . ----;;-' j = 1,2, "0' mo

Zauwazmy, ze jezelim jest duze, to pole pod krzyway = f(x) nie rózni sie duzo od pola figury
utworzonej przez wszystkie "slupki" przedstawione na rys. 2. CalkaI bedzie wtedy
w przyblizenilO równa:

m 1
(3) I~ (b-a) L YJ·-·

J= I m
Zeby to przyblizenie bylo "dobre", funkcjaf musi byc dostatecznie regularna (wystarczy np.,
zeby byla ciagla), a liczbam odpowiednio duza, ale nie bedziemy dyskutowali tego szczególowo.
A teraz siegnijmy do szkolnego kursu rachunku prawdopodobienstwa. Niechn = {WtoW., .. o,w.}

bedzie zbiorem zdarzen elementarnych i niechPJ = P( {wJ}). Na zbiorze n okreslimy zmienna
losowa Y i niech YJ oznacza wartosc tej zmiennej losowej w punkcieWJotzn. YJ = Y(wJ)'

Wartosc oczekiwanaEY tej zmiennej losowej wyraza sie znanym wzorem

-
Rozwiazanic zadania M 77.

Niech x bedzie wysokoscia wiezy. Mamy
x
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Rozwiazujac otrzymane równanie otrzymujemy

. x ( x x) x'koleJno- -+- = 1---,c a b ab

( 1 I l) a+b+e
x2 _+_+_ =1, ,,2 =1,ae be Gb abc
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(x jako odlcllosc jest liczba dodatnia. wiec
pomijamy rozwiazanie ujemne).

m

(4) EY = L YJPlo
J,el

a jezeli wszystkie prawdopodobienstwaPJ sa równe (a wiec jezeliPJ = ~), otrzymujemy

m 1
(5) EY= L YJ'~.

J-l m

co jest identyczne z suma wystepujaca po prawej stronie wzoru (3). Mamy wiec nastepujacy
przyblizony wzór dla calkiI:

(6) I ~ (b-a)· EY.

gdzie Y jest odpowiednia zmienna losowa.
Przeprowadzimy nastepujacy eksperyment. Wezmym jednakowych kartek papieru, na kartkach
tych wypiszmy kolejno wartosciYl'Y" '00' y", (niektóre z liczbYJ moga oczywiscie byc jednakowe)
wrzucmy wszystkie kartki do kapelusza, wymieszajmy je starannie i wyciagnijmy na chybil-trafil
jedna z nich. Bedzie nas interesowala liczba napisana na wylosowanej kartce. Jest to oczywiscie

1
jedna z wartosci zmiennej losowej, która z prawdopodobienstwem - przyjmuje kazda

m

z wartosci YloY., ... , y",. Po wyciagnieciu kartki z kapelusza i zapisaniu sobie liczby z tej kartki,
wkladamy ja z powrotem do kapelusza i powtarzamy nasze losowanie, powiedzmy,n razyo Niech
y(ll) oznacza wynik k-tego losowania. Oczywiscie dla kazdegok mamy

l
p{y(ll) = YJ} = -, j = 1,2, ... ,m.

m

Wyniki kolejnych losowan sa niezalezne (losowanie ze zwracaniem).
Z prawa wielkich liczb (patrz poprzednie odcinki) wiemy, ze z prawdopodobienstwem równym
jednosci

II

lim - L y(ll) = EY,
11-+00 n k-I

a centralne twierdzenie graniczne pozwala nam oszacowac róznice miedzy2.. i: k = y(ll)
n k-l
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Rozwiazanie zadania M 71.

Zachodzi równosc(a-l) l . a = a l. lezeli
przyjmiemy, zea = y l, to otrzymamy
nieskonczenie wiele rozwiazan danello
równania % = yl-I,z = y l,Y - dowolne.
Znamy jeszcze jedno rozwiazanie tello
równania (nie objete podanymi wzorami),
a mianowicie 6 I 7 I = lO I ; nie wiemy, czy
istnieja inne rozwiazania tello równania.

oraz EY:blad oszacowania wartosci oczekiwanej za pomoca takiej sredniej wynosi2S./yn. gdzie
(patrz poprzednie odcinki):

VI n -(-1 n )2
s. = - L (y(I:»2_ - L y(l:) •

nk=1 nk=1

W ten sposób szacowanie wartosci oczekiwanej zmiennej losowejY,a wiec szacowanie calki (1),
sprowadza sie do wykonania odpowiedniego eksperymentu i kilku prostych rachunków.
Zastapienie calkiI suma i korzystanie z przyblizenia (3) bylo nam potrzebne tylko po to, abysmy
mogli wyjasnic mechanizm odpowiedniego eksperymentu poslugujac sie pojeciami zmiennej
losowej i wartosci oczekiwanej zmiennej losowej, znanymi ze szkolnego kursu rachunku
prawdopodobienstwa. Mozemy uniknac tego przyblizenia zastepujac losowanie kartek
z kapelusza losowaniem punktów z przedzialu(a,b), np. tak jak to juz robilismy w poprzednim
odcinku. Prowadzi to do nastepujacego algorytmu szacowania calki (1):
1) wybrac na chybil-trafil punkt z przedzialu(a,b);
2) obliczyc wartosc funkcjifw wylosowanym punkcie;

. 3) powtórzyc obie czynnosci n razy i obliczyc srednia arytmetyczna liczb otrzymanych
w punkcie 2;

4) obliczyc oszacowanie calki mnozac wynik z punktu 3 przez liczbe(b-a).
Jezeli oznaczymy przezXt, k = 1,2, ...• m, wspólrzedna punktu z przedzialu(a,b), otrzymanego

w k-tym losowaniu, to dla oszacowaniai calki I otrzymujemy wzór:

A b-a n

I = -- L f(Xt),
n k= I

a blad tego oszacowania (por. wzór (7» jest równy

2(b-a) V}Ii-- -(1 n )2
=- - L f2(Xt)- - L f(Xt)
n nk=1 nk=1

I e-x2f2
Dla ilustracji przytoczymy dwa wyniki liczbowe. Obliczano calke ~ _ tlx (której wartoSC.

o Y2rr:

równa 0,3413, moze byc dokladnie obliczona innymi metodami). Obliczenia wykonano raz
metoda orzel-reszka i raz metoda przed chwila opisana, w kazdym przypadku losujac 25
punktów w przedziale calkowania (0,1). W przypadku metody orzel-reszka otrzymano wynik
0,40 z bledem 0,1960; w przypadku przedstawionej wyzej metody otrzymano wynik 0,3442
z bledem 0,0192.

II
Obliczamy calke l = J/(x)4x dla/(x) = Y2n e -,.,./2 O 2,.metoda ••orzel-reszka"

lmetoda podstawowa

Numer

----
losowa-

Wylosowany

II CzyNumer I

Wylosowany
nia

punkt
f(xi)Yi <

loso;ania
punktI/(xJ)

j
XJYJ < /(xi)? Xi

I
0,100,090,397takI

I 0,10
0,3970

2
0,730,250,306tak20,090,3973

3
0,330,760,378nic30,730,3056

4
0,520,010,348tak40,250,3867

5
0,350,860,375nie50,330,3778

6
0,340,670,377nio60,760,2989

7
0,350,480,375nie70,520,3485

8
0,760,800,299nic 80,010,3989

9
0,950,900,254nie90,350,3752

lO
0,910,170,264taklO0,860,2756Oznaczamy przez l. kolejne oszacowania calki uzyskane

11
0,390,290,370tak110,340,3765metoda podstawowa po " losowaniach.

12
0,270,490,385nie120,670,3187Biorac za podstawe oszacowan wyniki z tabelki (i dalsze,

13
0,450,370,361nic130,350,3752nie podane w tej tabelce) otrzymamy wykres:

14
0,540,200,345tak140,480,3555

IS
0,480,050.356tak150,760,2989

16
0,640,890,325nie160,800,2897

17
0,470,420,357nic170,950,2541t in18
0,960,240,252tak180,900,2661

19
0,800,520,290nic190,910,2637

0,3720
0,400,370,368nic200,170,3932

21
0,200,630,391nic210,390,36970,36

22
0,610,040,331tak220,290,3825

23
0,020,000,399tak230,270,38470,35

24

0,820,290,285nic240,490,3538

~:~~rlc{),1413
25

0,160,650,394nic250,450,3605

Liczba sukcesów ("tak"): 10

Suma8,6043--A

A51015 20 25 30 35 40 45 50nOszacowanie calki l= 10/25= 0,4
OSzacowanie calki l" 8,6043/25 - 0,3442
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Przypomnijmy jeszcze raz (por. »Delta« 11/1975), co oznacza zdanie
"otrzymano wynik 0,3442 z bledem 0,0192".
Zdanie to mozna sformulowac równiez w nastepujacy sposób: "stwierdzono, ze poszukiwana

wartosc calki jest liczba z przedzialu (0,3250, 0,3634)". Gdybysmy jeszcze raz powtórzyli nasze
rachunki, otrzymalibysmy z pewnoscia inne oszacowanie dla calki i inne oszacowanie dla bledu.
Zdanie "poszukiwana wartosc calki jest liczba z przedzialu (oszacowanie calki - blad,
oszacowanie calki+blad)" moze byc zdaniem prawdziwym lub zdaniem falszywym, ale
prawdopodobienstwo tego, ze bedzie to zdanie prawdziwe, jest wysokie i wynosi okolo 0,95.
Wartosc 0,95 tego prawdopodobienstwa jest zwiazana ze wspólczynnikiem 2 wystepujacym
we wzorze (9) na wielkosc bledu.
Podana wyzej metoda (nazywa sie ja czasami "metoda podstawowa") jest zawsze dokladniejsza od
metody orzel-reszka w tym sensie, ze ma mniejszy blad (chociaz moze sie.zdarzyc, ze wynik
otrzymany metoda orzel-reszka bedzie blizszy prawdy niz wynik otrzymany metoda podstawowa).
Ilustruja to przytoczone wyzej przyklady liczbowe. Znane sa jeszcze dokladniejsze metody Monte
Carlo. Najprostsze z nich to metoda losowania warstwowego i metoda sredniej wazonej.
Pierwsza polega na tym, ze przedzial calkowania (a w przypadku funkcji wielu zmiennych -
obszar calkowania) rozbija sie na sume rozlacznych przedzialów ("warstw") i calke przedstawia
sie jako sume odpowiednich calek liczonych na poszczególnych warstwach.
Np. dla liczb C1JCZ' ••• ,c. takich, zea';;; Ct .;;; Cz .;;; ••• .;;; Cs .;;;b mamy

b Ct C2 b

~f(x)dx = ~f(x)dx+ ~f(x)dx+ ... + ~f(x)dx
a li Cl es

Kazda z calek takiej sumy szacuje sie metoda Monte Carlo, a poszukiwana wartosc calkiI
szacuje sie jako sume tych oszacowan. Okazuje sie, ze prowadzi to do znacznej redukcji bledu .

. 1 1
Na przyklad dla podawanej juz calki--=- !e - xZ/2 dx przy rozbiciu jej na sume pieciu calek

Y2" o
otrzymano - losujac, jak poprzednio, ogólem 25 punktów - wynik 0,3406 z bledem 0,0034.

Metoda sredniej wazonej polega, mówiac z grubsza, na tym, ze nie kazdy punkt z przedzialu
calkowania ma jednakowe szanse na wylosowanie. Okazuje sie, ze w niektórych przypadkach
mozna tak zorganizowac losowanie punktów w obszarze calkowania, zeby blad oszacowania calki
byl dowolnie maly.

Prezentacja wszystkich metod Monte Carlo obliczania calek wymagalaby znacznie bogatszego
aparatu teorii prawdopodobienstwa i statystyki matematycznej, ograniczymy sie wiec do tego, co
juz wyzej powiedzielismy, a zainteresowanego Czytelnika odsylamy do obszernej ksiazki"Metody

Monte Car/o" (Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, Warszawa 1970).

-&-Zadania
Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI
M 76. Wyznaczyc wszystkie wielomianyf spelniajace dla kazdego wielomianug i kazdej liczby
rzeczywistej x równosc

f(g(x» = g(f(x».
Rozwiazanie na str. 17
M 77. Z punktów odleglych oa, b, cod wiezy widac ja pod katami ex,(J, 9Qo-(a+{J). Wyznaczyc
wysokosc wiezy nie korzystajac z tablic trygonometrycznych.
Rozwiazanie na str. 12
M 78. Udowodnic, ze równaniex !y! = z! ma nieskonczenie wiele rozwiazan w liczbach
naturalnych x,y,z wiekszych od l.
Rozwiazanie na str. 13

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI
F 26. Gaz doskonaly znajduje sie w naczyniu w ksztalcie walca, którego jedna z podstaw stanowi
ruchomy tlok.
Scianki naczynia i tlok nie przewodza ciepla.
Tlok przesuwamy równomiernie z predkosciau,znacznie mniejsza od sredniej predkosci
czasteczek gazu.
Znajdzcie, jak zmienia sie cisnienieP gazu w naczyniu, w zaleznosci od objetosciV. Rozwazcie
przypadek gazu jedno- i dwu-atomowego (odpowiednio o trzech i pieciu stopniach swobody
ruchu).
Przed przystapieniem do rozwiazywania powyzszego zadania przypomnijmy sobie wyprowadzanie
równania stanu gazu z kinetyczno-molekularnej teorii materii.
(Fizyka dla klasy I str. 165).
Rozwiazanie na str. 17
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