Dwie indukcje

Kol. Z. Ogiclski w chwili nadeslania artykulu
byl uczniem II kl. LO im. M. Konopnickiej
w Inowroclawiu.

Wiadomo, ¢ wszystkich funkeji okreilonych
na zbiorze n-clementowym o wartosciach

w zbiorze k-clementowym jest ™. Omawiane
tu twierdzenie jest niemal natychmiastows
konsekwencja tego faktu, jesli rozwatly sig
funkcjg przyporzadkowujacy kazdemu
clementowi zbioru Z liczbe zbioréw Ay, do
ktorych clement ten naleky.

Zbigniew OGIELSKI

Na zawodach okrg¢gowych Olimpiady Matematycznej w r. 1974 bylo nastepujace
zadanie:

,,Niech Z bedzie zbiorem n-elementowym. ZnaleZ¢ liczbe takich par zbioréw
(4,B),2¢ Ac BiBc Z.

Rozwigzanie tego zadania sprowadzalo si¢ do dowodu, ze liczba takich par
wynosi 3",

Nawiazujac do powyzszego tematu dokonalem uogdlnienia jego rozwigzania,
udowadniajgc nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie

Niech Z bedzie zbiorem n-elementowym. Wiedy liczba k-elementowych ciqgéw
zbioréw Ay, A,, ..., Ay takich, ze A, « A, € Ay < ... € A, = Z wynosi (k+1)".

Dowdd

Sposéb I
Twierdzenia dowodzimy przez indukcje wzgledem k przy ustalonym n. Prawdziwo$é
twierdzenia dla k = 1 zapewnia twierdzenie, Ze liczba podzbioréw zbioru
n-elementowego wynosi 2" = (1+ 1)". Sprawdzenie twierdzenia dla k = 2 bylo
tematem podanego na wstepie zadania. Twierdzenie jest wigc prawdziwe dla
k = 1ik = 2. Zalézmy zatem, Ze twierdzenie zachodzi dla pewnego k przy
dowolnym n.
Chcemy dowie$¢, 2e zachodzi ono wtedy dla k+ 1, czyli chcemy dowie$é, ze gdy Z
jest zbiorem n-elementowym, to liczba ciggéw zbioréw 4,, 4,, ..., 4y, A,
takich, ze A, € A, ... c Ay, = Z wynosi (k+2)".
Istotnie bowiem, gdy zbidr A, , jest i-elementowy, to liczba takich zbioréw A4, ,

n
wynosi ( l_).
Dla pewnego zbioru A, ,, i-elementowego liczba ciggow zbiordw A, A,, As, ..., A,
takich, ze 4, « A, ¢ A3 = ... © Ay © Ay, wynosi z zaloZenia (k+1)".
Zatem liczba wszystkich ciggéw zbioréw A4,, 4,, ... ... , Ay, Ay, takich, ze
A, c A, c Ay © ... € Ay © Ay, izbidr A, jest i-elementowy wynosi

(':) (k+1)".

Poniewaz zbidr A,,, moZe byc 0, 1, 2, ..., n-elementowy, wigc liczba wszystkich
ciagéw A,, Az, As, ..., Ay, Ax,  takich,ze 4, c 4, = ... € 4, € Ay, © Zwynosi:

Z(';)(Hl)* =Z(:)(k+l)‘- 1= = ((k+1)+1)" = (k+2)".
i=0 i

=0
Sprawdziliémy prawdziwo$¢ twierdzenia dla k = 1 i k = 2. Nastgpnie wykazaliémy,
Ze z prawdziwosci twierdzenia dla k wynika jego prawdziwos¢ dla k+ 1. Zatem
na mocy zasady indukcji matematycznej twierdzenie jest prawdziwe dla kazdej
liczby naturalne;j.

Sposéb II

Twierdzenie to udowodnimy przez indukcj¢ wzgledem n przy ustalonym k.
Niech Z = @ czyli Z jest zbiorem 0-elementowym. Wtedy jedynym ciggiem
speiniajgcym warunki zadania jest cigg 4,, 45, 4s, ... ... , Ay, gdzie A; = O
dlai=1,2, ..., k, czyli liczba ciagéw wynosi 1 = (k+1)°.

Zalézmy teraz,

ze twierdzenie zachodzi dla pewnego n. Chcemy dowies¢, Zze zachodzi ono wtedy
dla n+1.

Niech Z = {a,,a;, a,, ..., Gy, Gyy1}.
Podzielmy zbidr ciagéw zbioréw A,, 4,, .
< Z na k+1 klas roziagcznych.

..y Ay takich, ze A, < A; < ...

c A, c

4



Do i-tej klasy dla i = 1, 2, ..., k zaliczymy te ciagi, ktdre zawieraja element 4, ,
w zbiorze A;, a nie zawieraja go w zbiorze 4;_,. Z okre$lenia ciggu 4,, 4, ..., A;
wynika, Ze jezeli

Qpyy €Ay, 10 Gpyy € Ajyy, Aiss, ..., Ay poniewaz
A;c Ajyy © Ajy; © ... © A, oraz jezeli a,,, ¢ A;_,, to
Anyy é Ai—is Al—:h vy Ay poniewaz

Ay D A2 A5 ... D A,.

Do (k+ 1)-szej klasy zaliczymy te ciggi A4,, 42, ..., A;, ktdre nie zawieraja elementu
a,,; W zadnym ze zbioréw A; dlai = 1,2, ..., k. Klasy te s3 rozlaczne i daja

w sumie zbidr wszystkich ciagow A4,, 4,, ..., 4,.

W klasie (k+ 1)-szej jest tyle ciggdw, ile jest ciagdw A4, , 4,, ..., A, dla zbioru

Z = {a,, a,, ..., a,}, czyli z zalozenia (k+1)".

W klasie i-tej dla i = 1, 2, ..., k jest tez tyle ciggéw, ile mozna otrzymacé ze zbioru
Z = {a,, a,, ..., a,} czyli z zatozenia (k+1)", poniewaz kazdy ciag i-tej klasy

dlai = 1,2, ..., k mozemy otrzymaé z pewnego ciagu 4,, 4,, ..., A, utworzonego
dla zbioru Z = {a,, a,, ..., a,} po dodaniu do kazdego zbioru 4;, A, ,, ..., Ax
elementu a,, ;. Zatem wszystkich ciagéw jest

(+1)" (k+1)" = (k+1)+1.

Twierdzenie jest wigc prawdziwe dla n+ 1. Na podstawie zasady indukcji
matematycznej wnioskujemy, Ze jest ono prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej.

Tyle od Autora. Nasuwa si¢ kilka refleksji. Sformulowane twierdzenie dotyczylo
par (k, n) liczb naturalnych. Pokazano nam, ze mozna dowodzi¢ go zaréwno
przez indukcje¢ tylko wzgledem k, jak i tylko wzgledem n. Dlaczego tak jest?
Moglo by si¢ zdawac¢, Ze skoro najpierw jest indukcja wzgledem k, to potem
jeszcze powinno si¢ co$ zrobi¢ z n — np. teZ zastosowaé indukcje. Czy moze

w zwigzku z tym poprawno$¢ przedstawionych dowoddw daje sie podwazy¢?
Dlaczego nie? Jesli dowody sa poprawne, to czy zawsze tak byé musi, ze

w twierdzeniach o parach liczb naturalnych mozna stosowaé indukcje ze wzgledu
na kazda ze zmiennych?

Kiedy? Czekamy na uwagi i refleksje. (Red.)

Znane twierdzenie Pitagorasa

Wisréd licznych twierdzen matematyki sq nieliczne takie, o ktérych kazdy styszal.
Na przyklad twierdzenie Pitagorasa. W széstym wieku przed naszj erg
w panstwie — zakonie zalozonym przez Greka Pitagorasa w poludniowe) Italii
zostalo uzyskane troche empirycznie, troch¢ mistycznie twierdzenie, ktére, tak jak
wszystkie inne, podpisano imieniem Mistrza. Brzmiato ono... Ot6z weale nie tak
jak myslicie. Brzmialo ono: wysokoé¢ dzieli trojkat prostokatny na dwa do niego
podobne (czyli o proporcjonalnych bokach, jak to dzi§ mozna powiedzie¢).
Mijaly lata. Przeminela tyrania Pizystrata, zaczely si¢ i skonczyly wojny perskie,
wielkie Ateny Peryklesa ustgpily miejsca Sparcie i gdy Grecja szykowala si¢ do
ostatecznej rozprawy z Macedonig, w polowie IV w. p.n.e. inny Grek —
Eudoksos wynalazt proporcj¢ i przettumaczy! twierdzenie Pitagorasa na znang nam
formutke a®+b* = ¢2, ktdrej jednak nie zapisal, bo nie umial w ogdle nic
formalnie zapisa¢. Formulka tego typu zostala podana dopiero w wieku XV, gdy
scholastyczne uniwersytety Wiloch i1 Francji stworzyly zapis algebraiczny.
Kolejne wcielenie twierdzenia Pitagorasa, znéw geometryczne, otrzymali$émy od
Racjonalizmu, epoki Kartezjusza, Newtona, Leibniza, Bernoullich. Orzeka ono,
e jesli na bokach tréjkata prostokatnego zbudujemy (jakiekolwiek) figury podobne,
to suma pol dwoch mniejszych bedzie rowna polu trzeciej z nich. Tak tez uczono
tego twierdzenia przez dwa stulecia. Nasza Komisja Edukacji Narodowej w tej
tez postaci zalecila go naucza¢.
Czasy Niebieskiego mundurka i Syzyfowych prac zerwaly z dowolnoscia, na jaka
zezwalalo powyzsze sformulowanie i zastapily ,,jakakolwiek” figur¢ kwadratem —
mialo to by¢ niezmiernie dydaktyczne, przeciez o kwadracie si¢ ,,mowi"’
odczytujac formutke

a*+b* = ¢
Prawda?



