wzgledna czutos¢ widmowa

Rys. 3 — Rozklady widmowe czulosci
widzenia (wediug Feynmana): a —
dziennego (czopki), b — zmierzchowego

Metody Monte Carlo (IV)
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Proponuj¢ Wam zbadanie wlasnosci precikow w nastgpujacy sposéb:

Whiytnijcie z okladki prostokaty o réZnych kolorach i postarajcie si¢

utozyé je wedlug jasnos$ci. Zapiszcie kolejnos¢. Nastgpnie

potdzcie je na stole i zaciemnijcie pomieszczenie. Musi by¢ tak ciemno,

zebyscie w pierwszej chwili zupelnie nic nie widzieli. Po pewnym czasie

(15-30 min) zaczniecie rozréznia¢ kontury przedmiotéw w pokoju. To

preciki zaczynaja dziataé (jezeli przedobrzyliScie z zaciemnieniem i nic nie widag,
musicie trochg je ,,zepsu¢’’). Teraz uldézcie kolorowe prostokaciki wedtug jasnosci
i zapalcie $wiatto. Na pewno bedziecie zdziwieni: kolejno$¢ bedzie si¢ znacznie
rézni¢. Wynika to stad, Zze maksimum czulo$ci widmowej precikow jest
przesunigte w strong fal krétkich (kolor niebieski) w poréwnaniu z wypadkowa
czuloscia czopkdéw (rys. 3). Czy potraficie powiedzie¢ dlaczego?

Dr Ryszard ZIELINSKI

OBLICZANIE CALEK

Po zorientowaniu si¢, o co w ogdle chodzi w metodach Monte Carlo (odcinek I) i po zapoznaniu
si¢ z podstawami teoretycznymi tych metod (odcinek II), mozemy przystapi¢ do ich

bardziej doktadnego studiowania.

Olbrzymia wigkszo$é metod Monte Carlo jest zwigzana z obliczaniem calek. R6zne zadania

z fizyki, techniki, ekonomii itd. oraz rézne zadania numeryczne (takie np. jak rozwiazywanie
ukfadéw liniowych réwnan algebraicznych lub réwnan rézniczkowych) mozna ,,zredagowaé”
jako zadania obliczania odpowiednich calek. Zadania rozwazane przez nas w odcinku I byly
réwniez zadaniami tego typu. Zajmiemy si¢ wiec teraz bardziej systematycznie takimi

zadaniami.

Rozpoczniemy od bardzo prostego zadania obliczenia catki

b
m 1= {f(xdx,

zakladajac o funkcji f, ze jest nieujemna i ograniczona z goéry, np. przez liczbe ¢. Uwazny
Czytelnik zorientuje si¢ w toku dalszego wykladu, ze nieujemnos$¢ funkcji potrzebna jest tylko
dla latwiejszego wystowienia niektérych dalszych sformulowan. Powazniejsza rol¢ odgrywa
zalozenie o ogranicznosci funkcji, ale obliczanie catek funkcji nieograniczonych wymaga
specjalnych metod i nie bedziemy si¢ tym zajmowali.

Najprostsza (chociaz najmniej dokladna) metoda obliczania calki I zwiazana jest

z szacowaniem prawdopodobienstwa sukcesu w odpowiednio skonstruowanym ciggu prob
Bernoulli’ego. Bedziemy uzywali nazwy metoda ,,orzel — reszka™. A oto jej schemat.

W prostokatnym ukladzie wspdlrzednych wykreslamy funkcje f. Na rysunku obok zakreskowano
te czes¢ prostokata ABCD, ktéra lezy pod wykresem funkcji f. Calke / mozemy interpretowac
jako pole powierzchni zakreskowane;j figury. Figurg t¢ oznaczamy przez F.

Jezeli na prostokat ABCD bedziemy rzucali na chybil-trafil punkty i za sukces bedziemy
uwazali zdarzenie polegajace na tym, ze punkt upadnie na figure F, to prawdopodobienstwo
sukcesu — oznaczymy je przez p — bedzie réwne stosunkowi pél figury F i prostokata ABCD
(patrz artykut o prawdopodobienistwach geometrycznych w Delcie 6/1975). Wtedy oczywiscie
catka I wyraza si¢ wzorem

@ I = p- Pole (ABCD),

Pole (ABCD) jest oczywiscie rowne (b—a) - ¢, wigc dla oszacowania calki wystarczy
oszacowaé prawdopodobieristwo p. Jest to bardzo latwe zadanie rozwazane przez nas juz

w poprzednich odcinkach: przypusémy, Ze na prostokat ABCD rzuciliSmy n punktéw i ze k
sposréd nich upadio na figure F. Oszacowaniem prawdopodobienistwa p jest wtedy

) p= =,

Oszacowaniem calki I jest oczywiscie I = pA - Pole (ABCD), a blad tego oszacowania wynosi

2- Pole (ABCD) -V p (1= p)/n.

Dla praktycznego stosowania opisanej wyzej metody pozostaje nam nauczy¢ si¢ jeszcze rzucania
na chybil-trafit punktéw na prostokat ABCD. Najprosciej sprawa przedstawia si¢ wtedy,

gdy a = O oraz b = ¢ = 1. Wtedy oczywiscie Pole (ABCD) = 1 i calka I jest rbwna po prostu
prawdopodobieristwu sukcesu p. Przypusémy, Ze tak jest. Do rzucania punktéw na kwadrat
jednostkowy najlepiej jest uzy¢ specjalnej ,,kostki’’ w ksztalcie badz dwudziesto$cianu
foremnego, ktéry ma dwie Sciany oznaczone cyfra 0, dwie oznaczone cyfra 1 itd., badz

w ksztalcie baczka wycigtego z prostopadloscianu o podstawie regularnego

dziesigciokata, ktorego boczne $ciany oznaczone sg kolejnymi cyframi 0, 1, 2, ...,9.

Jezeli np. decydujemy sie na wykonywanie rachunkéw z doktadnoscia do czterech cyfr

po przecinku, rzucamy osiem razy nasza kostka i zaobserwowane wyniki ukladamy w odpowiednie
liczby. Np. po wyrzuceniu cyfr: 4, 6, 3, 0, 0, 5, 9, 2 uktadamy dwie liczby: x = 0,4630

oraz y = 0,0592,
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Rozwigzanie zadania M 73.

Wielomian n-tego stopnia m zmiennych
jest suma jednomianéw postaci

(*) ax,%1x,% ...

a+ ...

xmm gdziea; > 0
a;+ am < n.
Wobec réownosci
x,01x,%2 . X" =
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widzimy, Ze r6znych jednomianéw postaci (*)

=X, Xm
jest tyle, ile jest ciagow a; a3, .
0,a,20,

0, a wige tyle,

. @m, A=
(ay+ ... +am), gdzie a, =

am 20, n—(ay ... +am)
ile jest rozwigzan réwnania
ajt+az+ .
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w liczbach calkowitych nieujemnych.

Na podstawie wyniku zadania M63

rozwiazan tych jest

-0

M (X, %;)
(o
h—/—\—_
a; b,
d 7§
/ ; L X2

\\\\‘\1 v

l“n

\V “
Y

Ny

Liczby te traktujemy jako wspéirzedne punktu rzucanego losowo na
kwadrat jednostkowy. Sukces ma miejsce oczywiscie wtedy, gdy wspolrzedne (x, y)
otrzymanego punktu spelniaja warunek

) y < f(x).

Mozna oczywiscie wykonywa¢é rzuty zwykla szescienna kostka do gry, ale wtedy sz6stke na tej
kostce nalezatoby zastapié zerem, a zapisang liczbg traktowad jako liczbe w szostkowym ukladzie
liczenia. Mozna réwniez uzyé zwyklej monety, piszac np. zero, gdy w wyniku rzutu pojawi si¢
orzel, i jeden, gdy pojawi si¢ reszka; teraz otrzymana liczbe trzeba by traktowac jako liczbe
zapisana w systemie dwojkowym. Sa jeszcze inne metody losowania, specjalnie przystosowane
do elektronicznych maszyn cyfrowych; poméwimy o nich w oddzielnym odcinku.
W og6lnym przypadku, gdy warunek @ = 0, b = ¢ = 1 nie jest spelniony, postepujemy
w nastepujacy sposob. Najpierw losujemy punkt z przedziatu (0,1) — tak jak to wyzej opisano.
Dla otrzymania wspotrzednej y ,,rozciagamy” ten przedziat do przedziatu (0,c) mnozac
wylosowana liczbe przez c. Dla otrzymania wspélrzednej x rozciagamy przedzial tak, aby miat
dlugos¢ réwna b—a, a nastepnie przesuwamy go wzdhluz osi Ox tak, zeby jego poczatek miat
odcigta rowna a. Punkt (x’, »") o wspoirzednych
x'=a+(b—-a)-x,

Y =cy,
gdzie (x, y) jest punktem losowym w kwadracie jednostkowym, jest punktem losowym
w prostokacie ABCD.
Reasumujac, mozemy sformutowaé nastgpujacy algorytm obliczania calki metoda
,,orzel—reszka”:
1. wylosowa¢ dwie liczby x i y z przedziatu (0, 1);

2. obliczy¢ punkt (x’, ') wedlug wzorow (5);
3. sprawdzié, czy zachodzi nieréwno$é¢

&)

Y < fix),

jezeli tak — odnotowaé sukces, jezeli nie — odnotowac porazke;
4. powtdrzy¢ wszystkie powyzsze czynnosci n razy. Jezeli liczba sukces6w réwna jest k,
to oszacowaniem calki (1) jest

~>
Il
x| =

- Pole (ABCD),

a blad tego oszacowania wynosi

l/k (1- L)
2-Pole (ABCcD)- ¥\ "/
n

‘Metoda ,,orzet—reszka’ w opisanej wyzej postaci jest w praktyce bardzo rzadko stosowana.
Przyczyna tego jest nie tyle niedoskonalo$é samej metody, ile fakt istnienia innych, znacznie
lepszych metod (réwniez metod Monte Carlo) obliczania calek. Omawiana metoda bywa
jednak nieraz stosowana w przypadku, gdy funkcja fjest funkcja wielu zmiennych i gdy obszar
calkowania jest bardziej skomplikowany (w rozpatrywanym przed chwila przypadku byt to po
prostu przedzial). Wtedy zadanie polega oczywiscie na oszacowaniu pewnej ,,objetosci”.
Sytuacje, jakie powstaja, gdy calkuje si¢ funkcje f(x;, x2) dwoch zmiennych po pewnym
obszarze 2 ilustruje rysunek obok.

Teraz losuje si¢ punkt w prostopadioscianie zawierajacym figure, ktorej podstawa jest obszar
catkowania £ i ,,sufitem” wykres funkcji f(x,, x,). Algorytm obliczei modyfikuje si¢

w nastepujacy sposob:

1. wylosowaé trzy liczby x,, x2, ¥y w przedziale (0, 1);

2. obliczyé punkt (x'y, X'», ') wedlug wzoréw

X'y = ay+(bi—ay) x4,
X'z = az+(b2—az)* xa2,
¥ =cy;
3. sprawdzié, czy spelnione sa warunki:
(x'1, x'2) e 2,

v Y <[y, X2),
jezeli tak — odnotowaé sukces; jezeli chociaz jeden z tych warunkéw nie jest spetniony —
odnotowac porazke.
Punkt czwarty algorytmu pozostaje bez zmiany, z tym ze w odpowiednim wzorze pole_
prostokata ABCD nalezy zastapi¢ objetoscia prostopadioscianu zawierajacego interesujaca nas
figure; jest ona oczywiscie rowna (b; —ay) - (bo—az) - c.
Czytelnik z pewnoscig bez trudu zauwazy, ze uogélnienie omawianej metody na przypqdek
calkowania funkcji wiekszej liczby zmiennych po najbardziej wyszukanych obszarach nie
nastrecza zadnych trudnosci.



