Jeszcze raz o wzorze Eulera,

czyli

zastosowanie stawOw i grobli w stereometrii

1. W tym przypadku spéjnosé , kraju’”
polega na tym, ze kazde dwa jego
punkty mozna polaczy¢ lamang zawartg
catkowicie w tym zbiorze.
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Rozwigzanie zadania F 25

W ciagu ¢

1y plerwsza rura napeinia

jedna pigta basenu, druga op

jedna dziesiatg basenu. Gdy ¢
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Do napelnienia basenu potrzeba

pojemnosci basenu

dziesigciu godzin

Czy fizyk moze zgodzic sig z tym
rozumowaniem ? Poréwnajcic Waszg
opini¢ z rozwazaniami zamieszczonymi

na str, 17

Dr Jan A. REMPALA

W 1752 roku znakomity matematyk szwajcarski Leonard Euler, podéwczas
profesor Akademii Nauk w Berlinie, odkryl zadziwiajacy zwigzek migdzy liczbami
s, k, w §cian, krawedzi i wierzchotkéw dowolnego wieloScianu wypuklego W. .
Zwiazek ten jest obecnie nazywany wzorem Eulera dla wieloScianéw i zwykle
zapisuje si¢ go w postaci

s—k+w=2.

Podamy elementarny i chyba nader zabawny dowdd tego wzoru.

Zauwazmy przede wszystkim, Ze jesli nasz wieloScian W poddamy dowolnemu
przeksztalceniu f nie ,,rozrywajacemu’ i nie ,,sklejajagcemu”
(homeomorfizmowi), to otrzymany zbiér W’ = f(W) moze juz nie by¢
wielo$cianem, ale mozemy méwié o jego ,,$cianach”, ,,krawedziach™

i ,,wierzchotkach™ przyjmujac, Ze sa to obrazy odpowiednio cian, krawedzi

i wierzchotkéw W. Oczywiscie przy takiej umowie liczby ,,§cian”, , krawedzi”

i ,,wierzchotkéw” dla W' s takie same jak dla W.

Wyobrazmy sobie, Ze powierzchnia S wielo§cianu W jest cienka, elastyczng
powloka np. gumowa, wewnatrz pusta — a przeksztalcenie f jest

deformacja W na kul¢ W’ otrzymang przez nadmuchanie powloki S. Kula W’
nie jest co prawda wielo$cianem, ale moze by¢ pogladowo interpretowana jako
globus i wtedy jej powierzchnia S’ jest mapa na globusie.

Kraje na mapie S’ to obszary powierzchni kuli bedace obrazami cian W,
granice krajow sa obrazami krawgdzi, za§ punkty rozgalezienia granic
(wierzchotki mapy) sa obrazami wierzcholkéw W. Mapa ta zawiera wigc wszelkie
informacje potrzebne do dowodu wzoru Eulera. MozZemy takze, jak to zwykle
zreszta si¢ czyni z mapami, przedstawi¢ S’ na plaszczyznie.

Wyobrazmy sobie, ze wykonano to w ten sposéb, Ze rozcigto sfer¢ wzdiuz
pewnej krzywej zawartej wewnatrz jednego ustalonego kraju. Obrazem S’

jest wigc plaska mapa S, na ktdrej jeden kraj otacza wszystkie inne.
Mozliwoéci wyobrazni sa nieograniczone, wigc korzystajmy z nich nadal.
WyobraZmy sobie teraz, Ze nasza mape S’ odtworzono w terenie w taki sposéb,
e krajem zewnetrznym jest pewien zbiornik wody (np. staw), a kraje
wewnetrzne sa poletkami rozgrodzonymi groblami. Poletka tworza wysp¢ na
stawie — i to jedyna wyspe — bo sa obrazem czg¢sci powierzchni wieloscianu W,
otrzymanej przez usunigcie jednej §ciany (tej, ktorej obrazem w realizacji mapy
jest staw), a ta jest oczywiscie spojna. Zalézmy teraz, Ze przez przerwanie
pewnych grobli zalaliémy woda wszystkie poletka dzialajac przy tym tak
efektywnie, jak matematykom przystoi, tzn. przerywajac przy tym

najmniejsza liczbg grobli. Obliczenie liczby A grobli przerwanych i liczby B
grobli nie przerwanych doprowadzi nas do wzoru Eulera. Oczywiscie

A+ B = k, bo wszystkich grobli jest tyle ile granic, wigc takze tyle, ile krawedzi
w W. Poletek przeznaczonych do zalania bylo s — 1. Przerwanie jednej grobli
pozwala zalaé nie wigcej niz jedno poletko, a przy naszym wymaganiu
efektywnosci dzialania kazde przerwanie grobli musi powodowa¢ zalanie nowego
poletka — zatem 4 = s—1.W celu obliczenia B zauwazmy, Ze z ustalonego
wierzchotka P mozna przej$é po nienaruszonych groblach do dowolnego
innego wierzchotka Q, przy czym mozna to zrobi¢ tylko na jeden sposob,

jesli zalozy¢, ze zaden odcinek drogi nie jest przebywany wigcej niz jeden raz
(tzn. ,,tam i z powrotem”).

Istotnie przejscie z P do Q bylo mozliwe przed rozpoczgciem nawadniania, a wige
gdyby po zakoriczeniu bylo niemozliwe — to musiataby istnie¢ grobla, ktdra
przed przerwaniem byla z obu stron oblana wodg. Przerwanie takiej grobli

nie zwigkszyloby liczby zalanych poletek, a wigc byloby sprzeczne z naszym
zaloZeniem efektywnosci postgpowania.
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Gdyby zas$ istnialy dwie rézne drogi po nienaruszonych groblach taczace Pi Q,
to musialaby istnie¢ droga zamknigta utworzona z tych grobli, a wigc ograniczony
przez nig zespot poletek nie bylby zalany. Widzimy wigc, Ze istnieje
wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ migdzy nie przerwanymi groblami
a wierzchotkami réznymi od P, zatem B = w—1.
Stad
k=A+4B =s5—14+w—1=s5+w=2,

czyli
udowodniliémy wzor Eulera,

s—k+w = 2.

Rzuémy jeszcze raz okiem na przeprowadzony dowdd. Cala jego istota zawarta
Jest w rozumowaniu ,,hydrologicznym”, dotyczacym nawadniania poletek przez
przerywanie mozliwie najmniejszej liczby grobli. Stad latwo zauwazy¢, ze taki
sam wz0r jest prawdziwy dla dowolnej ,,mapy na globusie’” — rozumianej jako
ukiad krajéw, granic i wierzchotkéw — przy czym granica jest czescia

wspdlng dwdch réznych krajéw, za§ wierzcholek jest punktem przeciecia sig
réznych granic. Tak rozumiana ,,mapa’ jest tworem ogdlniejszym niz ,,mapa’
otrzymana przez deformacj¢ powierzchni wielo$cianu (ktérag mozna by nazwaé
zdeformowang siatka wielo$cianu). Dla takich ogdlniejszych map wzér Eulera
pozostaje stuszny, jesli tylko Zaden kraj nie rozdziela mapy na dwie

rozlaczne czgSci — tzn. zaden kraj nie otacza wigcej niz jednej wyspy.

Jesli ktérys z Czytelnikw uznal, Ze przedstawiony wyzej dowéd wzoru Eulera

2. Czytelnikowi zainteresow Jest zbyt mato matematyczny, to powinien zastanowi¢ si¢ nad wigkszym

dalszymi informacjami o wzorze Eulera sformalizowaniem calego postgpowania. Zauwazy wtedy niewatpliwie, Ze nie
;:m“k:i:'i:if’”"“m"m jest to wcale takie latwe. A wigc czasem proste intuicje nie daja sie szybko ujaé
. Dynkin, W. Uspienski: Ciekawe w formalne rozumowanie. Przytoczmy jeszcze dwa zadania zwigzane z wzorem
zagadnienia matematyczne. PZWS, Eulera.

W-wa 1956. 1. Udowodni¢, ze w kazdym wielo$cianie wypuklym suma liczby $cian

H. Radenacher, 0. Tosplite; tréjkatnych i liczby katéw tréjsciennych jest > 8.

SHAGENECE & [T, WWETY Waen K036 . 2. Udowodni¢, ze liczbami §cian wieloscianu foremne byé tylk

R. Courant, H. Robbins: Co to jest 2 s g0 mogg byc tylko
matematyka. PWN, W-wa 1959 r. llCZby 4, 6, 8, 12, 20.

i Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 73. Jaka jest maksymalna liczba wyrazéw, ktore moze mie¢ po wykonaniu redukcji wyrazéw
¢ podobnych wielomian n-tego stopnia m zmiennych?

(Stopniem wiclomianu wielu zmiennych nazywamy najwigkszy ze stopni wystepujacych w nim

Jjednomian6w, stopniem za$ jednomianu x,%1x,%: ... x;%nazywamy liczbe a; +a,+ ... +a).

Rozwiazanie na stronie 15.

M 74. Dany jest trojkat ABC, ktérego srodkowe AD i BE przecinaja si¢ w punkcie G. Udowodnié,
ze jezeli promienie kot wpisanych w trojkaty AGE i BGD sa réwne, to AC = BC.

Rozwigzanie na stronie 16.

M 75. Proste rownolegle do bokdw trdjkata i przechodzace przez jego punkt wewngtrzny O
podzielily ten trojkat na trzy trdjkaty i trzy réwnolegloboki. Iloczyn pél tréjkatow wynosi 7.
Obliczy¢ iloczyn p6l rownoleglobokow.

Rozwigzanie na stronie 5.

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F 25. Pamigtacie na pewno ze szkoly podstawowej klasyczne zadanie o basenie:

,»»Do basenu prowadza dwie rury. Pierwsza moze napeknié basen w ciagu 5 godzin, druga moze
go oprézni¢ w ciagu 10 godzin. W jakim czasie mozna napelni¢ basen, jezeli otworzy si¢ obie
rury rownoczesnie?” (patrzcie, rysunek obok).

Na stronie 7 zamieszczamy rozwiazanie od wiekéw pokutujace w podrecznikach szkolnych.
Przyjrzyjcie si¢ temu rozwiazaniu jako fizycy.




