
Wielosciany regularne, pólregulame i równoforemnoscienne

<1>B©
~3 im~3

l l l
6<m ~3'

l l l l
T+ m-=2+ 7{'

l l l 2
2<3+m~3'

l l l 2
2<4+m~3'

(4)

Niech wiec na poczatekI = 3. Wówczas mamy

czyli

Poniewaz k ~ 6 (dlaczego?), wiecm i I musza spelniac nierównosci

Pragniemy z okazji Swiat ofiarowac Czytelnikom pelna liste "bardziej prawidlowych" wieloscianów wypuklych - tj. wieloscianów
wymienionych w tytule - wraz ze wskazówkami, jak uklada sie taka liste. 'l
Mówimy, ze wieloscian majednakowe sciany,jezeli kazda z nich ma jednakowa liczbe krawedzi! Mówimy (niezupelnie analogicznie),
ze wieloscian majednakowe naroza,jezeli,dla dowolnego n, kazdy wie~~ej liczby scian n-katnych. Wielosciany
o jednakowych narozach nazywamypólregularnymi. Wieloscian pólregularny o scianach bedacych wielokatami foremnymi nazywamy
archimedesowym.Wielosciany pólregularne o jednakowych scianach nazywamyregularnymi. Wieloscian regularny o scianach foremnych
nazywamy platonskim. Wielosciany o jednakowych scianach foremnych nazywamyrównoforemnosciennymi.Okazuje sie, ze dla kazdego
wieloscianu pólregularnego (i regularnego) istnieje wieloscian archimedesowy (platonski) majacy, dla dowolnegon, te sama liczbe scian
n-katnych w kazdym narozu. Wszystkie rysunki beda przedstawialy takie wlasnie wielosciany.
Pozostawiamy Czytelnikowi do zbadania, jakie moga byc wielosciany o scianach jednakowych (nie koniecznie foremnych). Czy kazdemu
z nich odpowiada pewien wieloscian równoforemnoscienny?
Wieloscian ow wierzcholkach, k krawedziach is scianach oznaczac bedziemy symbolemW(w. k. s,>. Oczywiscie (patrz «Delta», 1975,5)

(I) w-k+s = 2.

Rozwiazanie równan podobnych do tego wzoru (wzór Eulera) pozwoli nam ustalic nasza liste.

Wielosciany regularne

Niech W(m. /> oznacza wieloscian regularny o scianach m-katnych i narozach l-sciennych. Niech

W(m. /> = W(w. k. s>.

Aby uzyskac liczbe krawedzi wieloscianu regularnego, zliczamy najpierw krawedzie kazdej ze scian:

(2) m' s= 2· k,
bo kazda krawedz nalezy do dwóch scian. Podobnie zliczamy krawedzie schodzace sie w wierzcholku:

(3) /·w=2·k.

Podstawiajac (2) i (3) do (1) otrzymujemy

2k 2k
-I--k+ m= 2,

l l l 2
(5) T < T + m ~T'
z tej nierównosci znajdujemyI i m. Oczywisci

czyli

a stadmE{3 4, S}.

Niech z kolei I = 4. Wówczas

3 1 7
lO<m~15'

a wiec m 3.

Analogicznie dlaI - 5 otrzymujemy

a stadm - 3.

Postepujac analogicznie dlaI ~ 6 otrzymamy

czyli
l l 5
4<m~12'

@
1 1 l l 2 l
T~2-T<m~3-T'

skad wynika m < 3, co jest niemozliwe. Innych rozwiazan nierównosci (5) wobec tego nie ma. Czytelnik zechce sprawdzic, znajdujac
odpowiednie k, ze kazdemu z otrzymanych rozwiazan nierównosci (5) odpowiada rozwiazanie równania (4).
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Kazdemu rozwiazaniu równania (4) odpowiadaja (liczne) wielosciany regularne i (przy ustalonej dlugosci krawedzi) jeden wieloscian
platonski. Oto ich lista:

Nazwa wieloscianu I1ImIwIkIs

czworoscian

33
I

4
I6 4

szescian
348126

dwunastoscian
3S203012

osmioscian

436128
dwudziestoscian

S3123020

Wielosciany pólregularne

Zajmiemy sie tylko tymi wieloscianami p6lregulamymi, które nie maja jednakowych scian - te bowiem zostaly juz rozpatrzone wyzej.
Wezmy pod uwage taki wieloscianW(w. t. '). Oznaczmy przezSI liczbe scian lt-katnych w dowolnym (jednakowym z kazdym innym)
wierzcholku. Jezeli wieloscian man rodzajów scian, to (jak latwo sprawdzic - analogicznie do (3»:

Poniewaz liczba scian ll-katnych w calym wieloscianie wynosi ;: .w, wiec

(6)

(7)

Wstawiajac (6) i (7) do (l) otrzymujemy

czyli

"
w· 1:SI = 2k.

;=1

"
~SI

S = w' Li!;';=1

(8)
" 2

(2- 2;SI(1--d)'W=4,
i=1

Iz tego wlasnie równania otrzymamy liste wieloscianów istotnie pólregularnych. Odrzucenie rozpatrzonych juz wieloscianów regularnych
wyraza sie w zalozeniu, zen ;;. 2. Gdyby z kolei n ;;. 4, to mielibysmy

"

~>(1- :')~(1- ~)+(1- ~)+(1- ~)+(l- ~)= ~~>2,
co jest sprzeczne z (8). Wobec tegon jest równe 2 lub 3. Dalej po'rzebne nam bedzie spostrzezenie, ze gdy11 jest liczba nieparzysta, to
SI > 2 lub Sz> l, lub S3 > l, czego sprawdzenie zostawiamy Czytelnikowi.

Wielosciany pólregularne o dwóch rodzajach scian

Wzór (8) przybiera teraz postac

(8.1)

skad wynika

(9.1)

Ze wzgledu na symetrie przyjmujemy, zeSI;;' sz,
Zauwazmy, ze 3.;;;SI +sz < 6 (dlaczego?). W kazdym z mozliwych - wobec tego trzech - przypadków rozwiazemy (9.1).
Niechsl +S2 = 3. Mamy wiecs. = 2 i S2 = 1. Wstawiajac do (9.1) otrzymujemy

Poniewaz zarówno11, jak i lz sa wieksze od 2 (na pewno?), wiec:
- Dla 11 nieparzystego rozwiazan na mocy spostrzezenia nie ma.
- Dla/l = 4 otrzymujemy lz > O, a wiec rozwiazaniem jest kazda
liczba naturalna/2 > 3 i 12 # 4. Otrzymalismy zatem cala rodzine
graniastoslupów. Sposród bryl platonskich graniastoslupem jest szescian

-Dlal, = 6 otrzymujemy warunek lz < 6, czyli lzE{3, 4, S}.
- Dlall = 8 mamy lz < 4, czyli lz = 3.

10
- DlaI. = 10 mamy lz < T' czyli tez lz = 3.

21 24
- Dla 11 ;;. 12 otrzymujemy lz < 11_14 ~ -8 = 3, co jest niemozliwe.

czyli

2 l l
~+I;> l'
l 11-4
1;>24'
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$)

@~

(iJ869~

(8)f:1J

l 11-3->--
czyli ~ ~.
Stad
- dla l, = 3 otrzymujemy cala rodzineantygraniostoslupów (/2> 3).
Sposród"bryl platonskich antygraniastoslupem jest osmioscian.
- Dla l. = 4 mamy 12 < 4, czyli 12 = 3,

S

- dla 11 ~ S otrzymujemy 12 < 2< 3, co jest niemozliwe.

Niech wreszcie f, t-h = S. Wówczas SI = 3 iS2= 2 lubs. = 4is2 = l.
Gdyby SI = 3 i S2 = 2, to z (9.1) o~bysmy

323
7;+ 12 > 2'

4 11

czyli 12< 3 1.-2'
- Dla l. = 3 byloby 12 < 4, co jest wobec11 =# 12niemozliwe,

, 8
- dla 11 ~ 4 mamy 12< 3 < 3, co tez jest niemozliwe.

Zatem f, = 4 i Si = I Z (9.1) otrzymujemy

4 l 3
7;+ 1;1 > 2'

21.

czyli 12 < 311-8 .
Stad
- dla I, = 3 otrzymujemy 12 < 6, czyli
- dla 11 ~ 4 mamy 12 < 2. co jest niemozliwc.

Niech z kolei SI +S2 = 4. WówczasSI = S2 = 2 lub SI =3 iS2 = l.

Gdy SI = S2 = 2, otrzymujemy z (9.1)

l l l
1;+1;>2'

2/1 4
czyli 12< h-2 = 2+ /1-2'
Stad

- dla l, = 3 otrzymujemY2 < 6, czyli 12E{4, S},

- dla 11 = 4 (11 = S) otrzymujemy 12 < 4 (/2 < l:), co daje
12 = 3, a wiec jest powtórzeniem poprzedniego rozwiazania.
- dla 11 ~ 6 mamy 12 < 3, co jest niemozliwe.
Gdy 3, = 3 i s, = J. otrzymujemy z (9.1)

3 l
1;+ 1;> l,

W tcn sposób zakonczylismy wyliczenie wieloscianów pólreguJarnych o dwóch rodzajach scian. Wyniki sa zestawione w tabeli:

Liczba scian

Sl+S2

SIS2l.12II-i12- WkS
-katnych

3

2 l4n=#4 n22n3nn+2
3

2 l634412188
3

2 l6486243614
3

2 16S2012609032
3

2 l8368243614
3

2 l1031220609032
4

2 23486122414
4

2 23S2012306032
4

3 l3n=#32n22n4n2n+2
4

3 143188244826
S

4 l34326

I
24 6038

S

4 l3S801260ISO92

I

__________________ 1

Kazdemu rozwiazaniu nierównosci (9.1) odpowiada rozwiazanic równania (8.1). Prosze sprawdzic. Warto równiez pomyslec, w jaki sposób
obliczono liczby w kolumnach VI,vn, IX i X tabeli.



Wielosciany pólregularne o trzech rodzajach scian

Wzór (8) ma w tym przypadku postac

(8.2)

skad wynika

(51 5, 53)(9.2) 2-(51+5,+53)+2 -I; + J; + 7; > O.
Tak jak poprzednio, 3 .-;;51+s,+ 53 < 6, a zatem dla trzech mozliwych przypadków rozwiazemy (9.2) przyjmujac dla ustalenia uwagi,
je SI;;;' s, ;;;. S3.

Niech51+S,+S3 = 3. Mamy wiec SI = S, = S3 = l, co wraz z (9.2) daje

l l l l
(10) 7; + T + T; > T'
Wobec spostrzezeniaII, /, i /3 sa parzyste. Niech wiec na poczatek /1= 4. Wówczas mamy/z;;;' 6 (j /3;;;' 6) oraz

l l l
[;+7;>4'

4/,
13 < Iz-4'czyli

Stad

- dla/, = 6 mamy /3< 12, a wiec/3 e{8, lO},

- dla lz = 8 (lz = 10) mamy /3< 8 (/3 < 2~), co daje nam
/3 = 6 i jest powtórzeniem rozwiazania poprzedniego.

Niech nastepnie /1 ;;;.6,/z ;;;. 6 i 13 ;;;. 6. Wówczas jednak wbrew (lO), mielibysmy

l l l 19 l l l l l

T; + T;'-;; T + 10 = 40 < T = T - 6"'-;;T -I;'
Niech z koleis1+S2+S3 = 4. Mamy wiecSI = 2 i Sz = S3 = l, co wraz z (9.2) daje

2 l l
(11) 1;+ T; + T; > l.

Ze wzgledu na spostrzezenie /1 jest parzyste. Niech na poczatek /.= 4.
Wówczas mamy

czyli

Stad

-dla/, = 3

t0/3 = 5,

l l
~+->T'I /3-z

2/z

/3 < /;-2'

otrzymujemy /3 < 6, a wiec poniewaz jest /.# 13 # /z,

10
- dla lz = 5 otrzymujemy /3 < --3-' a wiec /3 = 3, co jest

powtórzeniem rozwiazania poprzedniego,
- dla lz ;;;. 6 mamy 13 < 3, co jest niemozliwe.
Niech nastepnieII ;;;.6. Wówczas jednak mielibysmy

s

26
62

62

k

72
180
120

w

48
120
60

6
12
12

8
20

20

12
30
30

Liczba scian

/.-, /z-

-katnych

8
10
5

6
6
3

l,

4
4
4

l
l
l

l
l
l

l
l
2

3

3

4

l l l 172 l 2

-i; + T;'-;;"3+ 4 = 12 < T = 1- T'-;; 1- 7;
wbrew (11).
I to juz wszystko. DlaS. + Sz+ S3 = 5 marny bowiem wobec (9.2)

S. 5-s. 3
a wiec tym bardziej T + - 4-- > T'
z czego wynika, zeSI > 3, a wiec Si +s, < 2, co jest niemozliwe.

Czytelnik zechce sprawdzic, ze kazdemu z rozwiazan nierównosci (9.2) odpowiada rozwiazanie równania (8.2) oraz ze prawidlowo
wypelnilismy ponizsza tabelke:
II
I
I
i SI +S,+S3
I1----
I
I-----------------.-----------------------------------------------------------



Wielosciany równoforemnoscienne

Z definicji sciany ich sa wszystkie i-katami foremnymi. Poniewaz w jednym wierzcholku zbiegaja sie co najmniej 3 sciany, wiec
z obliczenia ich katów przy tym wierzcholku wynika, ze

i-2
3 . -i- ':re < 2:rc,

a wiec; < 6.
NieCh na poczateki = 5. Poniewaz

5-2

4 . -S- ':re ~ 2:rc,

w kazdym wierzcholku zbiegaja sie dokladnie 3 sciany, wiec poszukiwanym wieloscianem okazuje sie bryla platonska - dwunastoscian.
Niech nastepnie; = 4. Analogicznie-mamy

4-2

4, -4- ':re ~ 2:rc,

wiec poszukiwanym wieloscianem okazuje sie szescian.
Niech wreszcie i= 3. Nierównosc

3-2

;·-3-·:re < 2:rc

ma, wobec ; ~ 3, trzy rozwiazania: 3,4 i 5. Oznaczmy przezWJ liczbe wierzcholków, w których zbiega siej scian. Przy tym oznaczeniu

w = W3+W.+W5,

poniewaz zas sciany sa trójkatami, wiec

2k = 3s;

zliczajac wreszcie krawedzie kazdego wierzcholka mamy

2k = 3W3+4w.+SW5'

Po wstawieniu t)"ch zaleznosci do wzoru (l) otrzymamy

6(W3+W.+W5)-3(3w3+4w.+SW5)+2(3w3+4w.+SW5) = 12,

czyli

(12) 3W3+2w.+W5 = 12.

Równanie (12) ma 19 rozwiazan (kazde z nich jest trójka zlozona z liczb naturalnych i zer). Freudenthal i van der Waerden wykazali,
ze tylko osmiu z tych rozwiazan odpowiadaja wielosciany wypukle. Jednakze nikt dotychczas nie umie podac takiego warunku
geometrycznego, aby odpowiadajace mu równania czy nierównosci, dolaczone do równani,a (12), eliminowaly owych 11 "zlych" rozwiazan.
Do dzis eliminuje sie je indywidualnie, znajdujac sposób na kazde z osobna. Bardzo polecamy zastanowienie sie nad tym - rozwiazanie
byloby wartosciowym osiagnieciem.

Zostawiajac Czytelnikom wyliczenie wszystkich rozwiazan podamy
tu tylko te "dobre", dla których istnieja odpowiednie wielosciany.
W podanej nizej tabelce trzy wiers~e, a mianowicie
odpowiadajace rozwiazaniom (4,O, O), (O, 6, O) i (O, O, 12), to bryly
platonskie: czworoscian, osmioscian i dwudziestoscian. Wyglad
pozostalych podany jest na rysunkach; który odpowiada któremu
wierszowi tabelki?

W3 w.W5Wks

4

OO464
2

3O59 6
O

6O612 8
O

S2715 10
O

44818 12
O

36921 14
O

28102416
O

O12123020

Jako swiateczna rozrywke polecamy sklejenie bryl, o których
mówilismy. Sadzimy, ze tabelki zawieraja dostateczna do tego celu
porcje informacji. Radzimy nie rysowac calych tzw. siatek, a raczej
sklejac oddzielnie poszczególne wierzcholki i dopiero potem laczyc je
w caly wieloscian.
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