Wielosciany regularne, pétregularne i rOwnoforemnoscienne

Pragniemy z okazji Swiat ofiarowaé¢ Czytelnikom pelng listg ,,bardziej prawidlowych” wielodcianéw wypuklych — tj. wieloscianéw
wymienionych w tytule — wraz ze wskazoéwkami, jak uklada si¢ taka listg. ]
Mowimy, ze wieloScian ma jednakowe sciany, jezeli kazda z nich ma Jec_l_nai?wa liczbe Lr;aw_gdz:.’ Moéwimy (niezupeinie analogicznie),
#e wieloician ma jednakowe naroza, jezeli, dla dowolnego n, kazdy wierzcholek nalezy do tej samej liczby $cian n-katnych. Wielosciany
o jednakowych narozach nazywamy pdiregularnymi. Wieloscian pélregularny o $cianach bedacych wielokatami foremnymi nazywamy
archimedesowym. Wielo$ciany polregularne o jednakowych scianach nazywamy regularnymi. Wieloscian regularny o $cianach foremnych
nazywamy platornskim. Wielosciany o jednakowych §cianach foremnych nazywamy réwnoforemnosciennymi. Okazuje sig, Ze dla kazdego
wieloscianu polregularnego (i regularnego) istnieje wieloscian archimedesowy (platoriski) majacy, dla dowolnego n, t¢ samg liczbe $cian
n-katnych w kazdym narozu. Wszystkie rysunki bedg przedstawialy takie wlasnie wielosciany.
Pozostawiamy Czytelnikowi do zbadania, jakie moga by¢ wielo$ciany o $cianach jednakowych (nie koniecznie foremnych). Czy kazdemu
z nich odpowiada pewien wieloscian réwnoforemnoscienny?
Wieloscian o w wierzcholkach, k& krawedziach i s §cianach oznaczaé bedziemy symbolem W% k: 5, Oczywiicie (patrz «Delta», 1975, 5)
(1) w—k+s5=12.
Rozwigzanie rOwnan podobnych do tego wzoru (wzér Eulera) pozwoli nam ustali¢ nasza liste.
Wielo$ciany regularne
Niech Wm, 1) oznacza wielo$cian regularny o $cianach m-katnych i narozach [-§ciennych. Niech

Wim, 1y = W k. ),
Aby uzyskaé liczbe krawedzi wieloscianu regularnego, zliczamy najpierw krawedzie kazdej ze $cian:
2) m-s=2-k,
bo kazda krawgdz nalezy do dwoch scian. Podobnie zliczamy krawedzie schodzace si¢ w wierzchotku:
3) l-w= 2k
Podstawiajac (2) i (3) do (1) otrzymujemy

%, 2%

Pt

czyli
1 1 1 1

@ Ttm=2%%

Poniewaz k > 6 (dlaczego?), wiec m i [ musza spelniaé¢ nieréwnosci
1 1 1 2

&) R e

Z tej nierownosci znajdujemy I i m. Oczywiscie/ = ' im= 3

Niech wige na poczatek [ = 3. Wowezas mamy

1 1. 1 2
I Rl
1 1 1
czyli 6 <m<S73
a stgdme(3, 4,5}
Niech z kolei ' —  Wéwczas
11 1 2
2Tt m S
11 s
czyli 4 < m <1
a wiec m = 3.
Analogicznie dla/ — 5 otrzymujemy
3 0.7
10 <“m<T1s
astadm —

Postepujac analogicznie d'a [ = 6 otrzymamy

B 1 1 % 3

TRl TRl ST s i
skad wynika m < 3, co jest niemozliwe. Innych rozwigzafi nieréwnosci (5) wobec tego nie ma. Czytelnik zechce sprawdzié, znajdujac
odpowiednie k, Ze kazdemu z otrzymanych rozwigzaf nieréwnosci (5) odpowiada rozwigzanie rownania (4).
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Kazdemu rozwigzaniu réwnania (4) odpowiadaja (liczne) wielosciany regularne i (przy ustalonej dtugoéci krawgdzi) jeden wieloscian
platoniski. Oto ich lista:

Nazwa wieloscianu | ! 1 m { w | k [ s
czworoscian 3 3 | 4 6 4
szescian 3 4 8 12 6
dwunastoscian 3 5 20 30 12
o$mioscian 4 3 6 12 8
dwudziestoscian 5 3 12 30 20

Wielodciany péiregularne

Zajmiemy sig tylko tymi wieloscianami pélregularnymi, ktére nie majg jednakowych $cian — te bowiem zostaly juz rozpatrzone wyzej.
Wezmy pod uwage taki wieloscian W (¥ & 9 Oznaczmy przez s; liczbe $cian /i-katnych w dowolnym (jednakowym z kazdym innym)
wierzcholku. Jezeli wieloscian ma n rodzajow scian, to (jak latwo sprawdzi¢ — analogicznie do (3)):

(6) we ‘Z: 5 = 2k.

Poniewaz liczba Scian /-katnych w calym wicloscianie wynosi L . v, wice
1

(@) s=w- LL08

Wstawiajac (6) i (7) do (1) otrzymujemy

w— % . 23¢+w- Z%‘.= 2,

i=1 i=1

czyli

® (2—‘2:;3; (1- ,—’;)) i

I z tego wlasnie rownania otrzymamy list¢ wicloscianéw istotnie pélregularnych. Odrzucenie rozpatrzonych juz wieloscianéw regularnych
wyraza si¢ w zalozeniu, ze n = 2. Gdyby z kolei n = 4, to mieliby$my

n
B2 - b b)) 3
— I 3 4 5 6 10
co jest sprzeczne z (8). Wobec tego n jest rowne 2 lub 3. Dalej po‘rzebne nam bedzie spostrzezenie, Zze gdy /, jest liczba nieparzysta, to
5y > 2lubs; > 1, lub 55 > 1, czego sprawdzenie zostawiamy Czytelnikowi.
Wielosciany pélregularne o dwéch rodzajach $cian
Wzor (8) przybiera teraz postac

@1 @ (s +5)+2 (% “ ;—’)) w=4,
1 2

skad wynika

©.1) 2—(sy+52)+2 ("Ti- + %) > 0.

Ze wrzgledu na symetrig przyjmujemy, Ze s, > ;.
Zauwazmy, ze 3 < 5,+s5; < 6 (dlaczego?). W kazdym z mozliwych — wobec tego trzech — przypadkow rozwigzemy (9.1).

Niechs; +4: = 1 Mamy wiec®, = 2 152 = |. Wstawiajac do (9.1) otrzymujemy
.t 1
L YL
! | I, —4
- s S %
czyli A 21,

Poniewaz zarowno [,, jak i [, s wigksze od 2 (na pewno?), wiec:
— Dla /, nieparzystego rozwigzan na mocy spostrzezenia nie ma.
—Dlals = 4 otrzymujemy I, > 0, a wigc rozwiazaniem jest kazda
liczba naturalna’> = 77 /: # 4 Otrzymali$my zatem calg rodzing

graniastoslupow. Sposrod bryl platonskich graniastostupem jest szescian

—Dla/i = © otrzymujemy warunek I, < 6, czyli ,€{3, 4, 5}.
—Dla's = % mamyl, < 4, czylil, = 3.
10
—Dla, = 10 mamy I, < T,czylitci!z = 3.
21 24

— Dla l; = 12 otrzymujemy I; < ‘,1—_14— <g= 3, co jest niemozliwe.



Niech z kolei 5, +5: = 4. Wéwczas s, = 5, = 2lubs, =3is; = 1.
Gdy 5, = 52 = 2, otrzymujemy z (9.1)
1,11
T“- I T
2L 4
cayli bsp=3 =2 =3
Stad
—dla/, = 1 otrzymujemy; < 6,czyli /.4, 5},

10
—dla l, = 4 (I, = 5) otrzymujemy I, < 4(!; <-3—),oodan
I, = 3, a wigc jest powtorzeniem poprzedniego rozwigzania,

—dla Iy = 6 mamy /; < 3, co jest niemozliwe.
Gdy s, = 1is, = |, otrzymujemy z (9.1)

ERR I
rtn >

czyli LT

Stad f
—dla/, = 1 otrzymujemy calg rodzing antygraniastoslupéw (I; > 3).

Spoérdd bryt platoriskich antygraniastostupem jest o$mioscian.

—Dla/, = 4 mamy l; < 4, czyli /; = 3,

S
—dlal,;sSotrzymlqjeuu!,4~2—<3,oojestwiwe.
Niech wreszcie <, + v, — 5. Wowczas s; = 3is; =2 lubs, =4is; = 1.
Gdyby 5, = 3is; = 2, to z (9.1) otrzymaliby$§my
3.2
'l+lﬂ>
Lo b
czyli 2<JF -2
—Dlﬂ’1=3lﬂhb‘vlg(4,mhtm’l¢’3wm

¥
2

—dlal, = 4 mamy I, < %-\: 3, co tez jest niemoiliwe.

Zatem ¢, = 45, = |. Z (9.1) otrzymujemy
. OF T
Lt >72
-
czyli LT e
Stad

—dla /, — } otrzymujemy /, < 6, czyli/ - |4 ¢
—dla l; > 4 mamy I, < 2, co jest niemozliwe.

W ten sposdb zakoriczyliSmy wyliczenie wielo$cianéw polregularnych o dwach rodzajach scian. Wyniki s3 zestawione w tabeli:

Liczba scian
51452 5 F I '8 I~ i 13- w k 5
-katnych

3 2 1 4 n#4 n 2 2n 3n n+2
3 2 1 6 3 4 4 12 18 8
3 2 1 6 4 8 6 24 36 14
3 o 1 6 3 20 12 60 920 32
3 2 1 8 3 6 8 24 36 14
3 2 1 10 3 12 20 60 90 32
4 2 2 3 4 8 6 12 24 14
4 2 2 3 S 20 12 30 60 32
4 3 1 3 n#3 2n 2 2n 4n 2n+2
4 3 1 4 3 18 8 24 48 26
5 4 1 3 4 32 6 24 60 38
5 4 1 3 5 80 12 60 150 92

Kazdemu rozwigzaniu nieréwnosci (9.1) odpowiada rozwigzanie réwnania (8.1). Prosze¢ sprawdzi¢. Warto rowniez pomysle¢, w jaki sposob
obliczono liczby w kolumnach VI, VII, IX i X tabeli.
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Wielo$ciany pélregularne o frzech rodzajach §cian
Wzor (8) ma w tym przypadku postaé

5y 83 53
(8.2) (2—(.rl+s;+33)+2( T e T -)) w =4,
1 1y ls
skad wynika
5y 52 53
9.2) 2—(J|+51+53)+2('r S i + 1’;) > 0.

Tak jak poprzednio, 3 < s;+s:+53 < 6, a zatem dla trzech mozliwych przypadkéw rozwigzemy (9.2) przyjmujac dla ustalenia uwagi,
e 5 = 51 = 8.
Niechs, + 5, +5; = 3. Mamy wigc 5, = 52 = 53 = 1, co wraz z (9.2) daje
1 1 1 1
(10) T 22 . 4 o>
Wobec spostrzezenia /., I, i I5 sa parzyste. Niech wigc na poczatek I, = 4. Wowczas mamy [, > 6 (i I = 6) oraz
1 1 1
R R
41,

I < o

czyli
Stad
—dlaj, — ¢ mamy I3 < 12, a wigc/, {8, 10},

20
—dlal; =8 (/; = 10) mamy /5 < 8(!; < 7-) , co daje nam
I3 = 6 i jest powtdrzeniem rozwigzania poprzedniego.
Niech nastepnie I, = 6, [ = 6 i I3 > 6. Wowczas jednak wbrew (10), mieliby$my

1 1 1 l__ _ 9 1 _ 1 1 1 1
GYESTtR "W 32T 2T
Niech z kolei s, + 5.4 s, = 4, Mamy wigc 5y = 2is; = 53 = 1, co wraz z (9.2) daje
2 1 1
(11) T.*"E’*T"'
Ze wzgledu na spostrzeZenie /, jest parzyste. Niech na poczatek I, = 4.
Wowczas mamy

1 1 1
TR "
2L,
coyli i<y _3
Stad
—dla/, = 3 otrzymujemy I3 < 6, a wigc poniewaz jest I, # I; # I,
toly = 5,
10

—dla [, = 5 otrzymujemy [5 < 3.2 wigc I3 = 3, co jest
powtorzeniem rozwigzania poprzedniego,

—dla l; = 6 mamy [, < 3, co jest niemozliwe.

Niech nastepnie /; = 6. Wowczas jednak mieliby$my

1 1t 1. 1 7 2 1 2
Lt eyt~ sy=logsl=3
whrew (11).

I to juz wszystko. Dla s; +s5;+s5; = 5 mamy bowiem wobec (9.2)
L] 52 83 3
Kttty
5 5—:,_ 3
a wigc tym bardziej g v 3 T
z czego wynika, Ze 5; > 3, a wiec 5, +35, < 2, co jest niemozliwe.

Czytelnik zechce sprawdzi¢, ze kazdemu z rozwigzan nierdwnosci (9.2) odpowiada rozwiazanie rownania (8.2) oraz ze prawidlowo
wypelnilisSmy ponizszg tabelke:

Liczba Scian

|
| Sy Hsatss i 53 $5 i, 1y Iy 1-, - 1 Iy w I e 5
I -katnych
|___.______ == L e — e A el —_— —_— e o e ———— Pl = N SR w4
| 3 1 1 1 4 6 8§ | 12 8 6 48 72 26
i 3 1 | 1 4 6 10 30 20 12 120 180 62
| 4 2 1 1 4 3 5 30 20 12 60 120 62




Wielosciany réwnoforemno$cienne
Z definicji $ciany ich sg wszystkie i-katami foremnymi. Poniewaz w jednym wierzcholku zbiegajg si¢ co najmniej 3 $ciany, wigc
z obliczenia ich katow przy tym wierzcholku wynika, ze

i—2
F—

‘< 2m,
a wiec i < 6.
Niech na poczatek ; = 5, Poniewaz

=2
5 > 2n,

w kazdym wierzcholku zbiegaja si¢ dokladnie 3 $ciany, wige poszukiwanym wieloscianem okazuje si¢ bryla platonska — dwunastoscian.
Niech nastegpnie j = 4. Analogicznie-mamy

4-2
3 ‘= 2n,

wigc poszukiwanym wieloscianem okazuje si¢ szescian.
Niech wreszcie i = 3. Nier6wnosé
3-2

l'-T—-::<27:

ma, wobec i = 3, trzy rozwigzania: 3, 4 i 5. Oznaczmy przez w; liczbe wierzcholkow, w ktorych zbiega sig j $cian. Przy tym oznaczeniu

W= w3+ wyt+ws,
poniewaz za$ §ciany sg trojkqtami, wigc

2k = 3s;
zliczajgc wreszcie krawgdzie kazdego wierzcholka mamy

2k = 3wy+4we+ Sws.
Po wstawieniu tych zaleznosci do wzoru (1) otrzymamy

6(wy+ watws)—3(3ws+dwe+5ws)+20ws+ 4w+ 5ws) = 12,

czyli
(12) Iws+2wetws = 12,
Rownanie (12) ma 19 rozwigzan (kazde z nich jest tréjka zlozong z liczb naturalnych i zer). Freudenthal i van der Waerden wykazali,
ze tylko o$miu z tych rozwigzan odpowiadajg wielosciany wypukle. Jednakze nikt dotychczas nie umie poda¢ takiego warunku
geometrycznego, aby odpowiadajgce mu réwnania czy nieréwnosci, dolaczone do réwnania (12), eliminowaly owych 11 ,,zlych” rozwigzan.
Do dzis eliminuje si¢ je indywidualnie, znajdujac sposob na kazde z osobna. Bardzo polecamy zastanowienie si¢ nad tym — rozwigzanie
byloby wartosciowym osiggnieciem.

Zostawiajac Czytelnikom wyliczenie wszystkich rozwigzan podamy
tu tylko te ,,dobre”, dla ktorych istnieja odpowiednie wieloéciany.
W podanej nizej tabelce trzy wiersze, a mianowicie

odpowiadajgce rozwigzaniom (4, 0, 0), (0, 6, 0) i (0, 0, 12), to bryly
platonskie: czworoscian, o§mioécian i dwudziesto$cian. Wyglad
pozostatych podany jest na rysunkach; ktéry odpowiada ktéremu
wierszowi tabelki?

W3 Wa Ws w k 5

4 0 0 4 6 4
2 3 0 5 9 6
0 6 0 6 12 8
0 5 2 7 15 10
0 4 4 8 18 12
0 3 6 9 2 14
0 2 8 10 24 16
0 0 12 12 30 20

Jako $wigteczna rozrywke polecamy sklejenie bryl, o ktorych
mowilismy. Sadzimy, Ze tabelki zawieraja dostateczna do tego celu
porcje informacji. Radzimy nie rysowa¢ calych tzw. siatek, a raczej
skleja¢ oddzielnie poszczegdlne wierzcholki i dopiero potem laczyé je
w caly wieloscian.
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