Ponure skutki nieznajomosci elementéw teorii mnogosci

Wiktor MAREK

— Szanowny Mistrzu Leonie — rzekt Doktor Bazylius z Cesarsko-KsigZecego
Uniwersytetu Pafladocji — juz przeciez w trakcie studiéw w Heidelbergu,
Oxfordzie i Getyndze bylem o wiele lepszym studentem, a przeciez wiedza ma wciaz
ro$nie.

— Nieprawda — odrzekt Mistrz Leon. — Tylko mocnemu piwu w tej karczmie
zawdzigczaé nalezy twe niepohamowane przechwatki. Na przykiad w tegorocznym
konkursie Akademii Krympollinskiej wziglem pierwsza nagrode! A ty? — Tu
znaczaco zawiesil glos.

— Wolalem w ogéle nie wysyla¢ mych genialnych prac, by nie kompromitowaé
przeciwnikow: zwykla litoé¢ nad ghupszymi.

— Ha — zapienit si¢ Mistrz Leon — krew moja lub Panska to rozstrzygnie!

— Niewielka to sztuka — rzekl Bazylius — wszak Was¢ wazysz 8 pudow, a pigsé
masz niby bochen chleba, ale glowa, glowa — tu ja jestem silniejszy!

— I tu przegrasz — krzyknal Mistrz Leon — A dyplomy Akademii Paryskiej,
Rzymskiej i Petersburskiej? Wszystkie mam i wiem...

— Wida¢ Wasci dyplomy moézg zastapily — mruknat Bazylius. — Ale dobrze,
warunki proponuj.

— Dobrze — rzekt Mistrz Leon. — Kto trudniejszy dowdd twierdzenia

wymysli, ten lepszy.

— Czyzby? — rzekl jadowicie Bazylius. — A c6z to znaczy ,,trudniejszy”?

W naszym o§wieconym XVIII wieku trzeba by definicjg ,,trudniejszego’ podaé.

A zreszta, trudniejszy dla kogo? Co trudne dla ciebie, moze by¢ latwe dla mnie.

— I na odwrdt — basem dodal Mistrz Leon.

— Wigc moze diuzszy dowéd? — zaproponowal Mistrz Leon nieco zaklopotany.

— Nie zawsze co dluzsze, to madrzejsze — rzekl Bazylius. — Zawsze wole dowdd
krotki i jasny niz rozwlekly, a zawiklany.

— Wigc jak? — mruknal Mistrz Leon — Trudno z Waszeci sztuczkami
dyskutowac,

— Moze by tak po prostu przekonaé¢ sig, kto wigcej twierdzen wymysli — rzekt
Bazylius. — Ja wymysle, Wasze wymysli, a za trzy dni si¢ spotkamy

i policzymy.

— Jak to: policzymy? — rzekl Mistrz.

— Zwyczajnie, policzymy Twoje, moje i bedziemy wiedzieli, kto wymyslil wigcej.

— Hm —- chrzaknat mistrz Leon. — A jak liczy¢ bedziemy?

— Po prostu, Ty policzysz swoje, ja policze swoje i poréwnamy.

— Nie wierzg Waszeci! — krzyknat Mistrz. — Na pewno sobie dodasz jeden
dziesiatek i drugi.

— Tak — mruknat Bazylius — po tobie tez si¢ tego mozna spodziewaé. To

moze na odwrot? Wasze moje, a ja Twoje.

— Znam wszystkie Twoje sztuczki — rzekl Mistrz Leon. — Tu potrzeba uczciwego
rozjemcy. Wolaj komendanta strazy! — zawolal do syna karczmarza. — Byle
szybko.

Komendat miejscowego oddziatu Zandarméw Pieszych, wystuchawszy w czym
rzecz, rzekl:

— To nie jest takie proste, Panowie. Jestem czlowiekiem honoru ...

— Jesli chodzi o pieniadze — rzekl szybko Bazylius — to ...

— Panowie — rzekl Komendant — jestem czlowiekiem honoru, ale jesli chodzi

o liczenie to niestety u nas, Panowie rozumieja ... — Tu znaczaco zawiesil glos.

— Temu na szczgécie mozna zaradzi¢ — rzekt Bazylius. — Oto ustawimy przed
Toba dwie skrzynki. Kazda zawiera¢ bedzie karteczki. Wasze z mojej lewa reka,

a ze skrzynki mego przeciwnika prawa wybiera¢ bedziesz po karteczce. W ten
sposab, jesli w ktdrejs skrzynce zostanie po zakonczeniu liczenia kartka, bedzie

to znaczy¢, ze ten z nas mial twierdzen wigcej, a wiec wygral.

— Swietnie! — krzyknat Mistrz Leon. — Spiesz¢ do mego pokoju i zasiadam do
pracy.

Tej nocy kazdy z przeciwnikéw, nim zasnal, mial dziwny sen — widzenie. Ot,
zjawial sie dziwny jaki$ twor, ni czlowiek to, ni koziol, i rzekl: ,,Pomoge Ci wygraé
ten spor. Dostarcze Ci nieskoniczenie wiele twierdzen. A Ty mi tylko, drobnostka,
podpiszesz ten pergamin krwig z serdecznego palca. Poniewaz Twdj przeciwnik
bgdzie miat tylko skonczong liczbe twierdzen, a wigc, predzej czy pozniej, jego
skrzynka oprozni sig, podezas gdy Twoja nigdy nie bedzie pusta’™.
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Nazajutrz rano obaj slali stuzacych do balwierza po masé przeciw zadrapaniom
dziwnym, w nocy powstalym.
I oto po trzech dniach spotkali si¢ uczeni przeciwnicy w oberzy ,,Pod Kopytem
Wicekrola”. Za kazdym z nich nidst stuzgcy olbrzymich rozmiaréw skrzynie.
Komendant Strazy spojrzal na nie bardzo zaklopotany.
— Czy aby wytrzymam? — rzek! zaniepokojony. — Sily ludzkie nie sa
niewyczerpane.
Pierwszy zorientowatl si¢ w sytuacji Bazylius.
— Nabrat nas obu, kuternoga — pomyslal w duchu.
— Nic to — powiedzial. — Przeciez nie samo liczenie jest wazne, lecz sposéb
liczenia. Kto sposdb zna, ten liczac bardzo szybko ...
— Nieskonczenie szybko — zjadliwie rzekt Mistrz Leon.
— ... liczenia dokona — rzek! nie speszony Bazylius.
— A liczy¢ bedzie si¢ tak — dodal. — Wez z mojej skrzynki 3 kartki
z twierdzeniami i odi6z na bok. A teraz postgpuj, jak umdéwiliSmy sig. Po jednej
z kazdej skrzynki, lewg i prawg reka.
Komendant Strazy coraz szybciej rgkami kartki ze skrzynki wyciagal (a za kazdym
razem wyjecie pary kartek zajmowalo mu polowg czasu, ktéry zajmowalo mu
wyjecie pary poprzedniej). Ze za$ kartki byly ponumerowane kolejnymi liczbami
naturalnymi, szybko rzecz cala ukonczyl. Mistrz Leon w ostupieniu patrzal na
stos kartek i trzy kartki Bazyliusa. Ten za§ méwil:
— I co, zostaly trzy moje, a wigc wygralem.
— Jeszcze chwilka — krzyknal Mistrz Leon. — Powtdrzmy liczenie, ale ja teraz
pokaze, jak liczy¢. I wlozywszy blyskawicznie wszystkie kartki do pudel rzekl:
— Mosci Komendancie, inaczej liczy¢ bedziemy. Biorac ze skrzynki Doktora
kartke, postapisz jak nast¢puje: jedng kartke moja pominiesz, a weZmiesz
nastepna.
Komendantowi dwa razy powtarzaé nie trzeba bylo, z zadaniem uporal si¢
blyskawicznie. I oto w skrzynce Mistrza Leona kartek niemal nie ubylo, cho¢
moze nieco rzadziej byly ulozone, podczas gdy skrzynka Bazyliusa byla pusta.
— I widzisz — rzekl Mistrz Leon. — Zostalo mi tyle, Ze raz jeszcze moZna by
je z Twoimi porédwnaé. A wigc nawet kazdemu Twojemu dwa moje
twierdzenia mozZna przypisad, tak wigc mam dwa razy wiecej ...
— Nieprawda! — krzykngl Bazylius. — Twdj sposob niewazny ...
Ale tu wtracit si¢ Komendant Strazy i rzekt surowo:
— Panowie, czuj¢ w tym czartowska moc jakas$. A i te kartki nieco siarka tracg.
Albo mi to wszystko zaraz, co tu sig¢ dziato, objasnicie, albo do Sadu
Diecezjalnego Was oddam, a tam juz sposoby swoje majg i wiedza, co z takimi
robié.
— To nie jest takie proste! — odpowiedzieli jednoczesnie przeciwnicy.

*
Stojac na stosie drewna, mocno przywigzany do stupa, mowil Mistrz Leon do
Doktora Bazyliusa:
— A wladciwie to chcialbym wiedzieé, ktdry z nas ten zaklad wygral?
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Aby zrozumieg, 7e w paradoksie, ktéry wzburzyl Kapitana Zandarméw Pieszych, nie ma nic
szatanskiego, nalezy wiedziec, ze:

Dwa zbiory sa rownoliczne (majg ,,tyle samo” elementéw), gdy istnieje réznowartosciowa
funkcja przeprowadzajgca jeden z nich na drugi. Np. zbiér medrcow stajacych do zawodow

i zbior skrzyn z twierdzeniami byly rownoliczne, a funkcje ustalili pacholkowie niosac rozne
skrzynie za réznymi medrcami.

Przy tej, dzis powszechnie przyjetej, definicji okazuje sig, ze zbiory nieskoriczone mogg byc
réwnoliczne z pewnymi spoéréd swoich podzbioréw wlasciwych. Np. funkcja f(x) = x? ustala
réwnolicznosé zbioru liczb naturalnych ze zbiorem kwadratéw takich liczb, funkcja f(x) = 2x
— rownolicznoéé zbioru liczb naturalnych ze zbiorem liczb parzystych dodatnich (co zostalo
zastosowane przez Mistrza Leona), funkcja f(x) = tg 7-;; — rownoliczno§¢ przedzialu (—1,1)
i zbioru wszystkich liczb rzeczywistych. Nie nalezy watpic, ze Czytelnicy potrafig znalezC jeszcze
wiele przykladow, co, mam nadziej¢, na stos zadnego z nich nie zaprowadzi.
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