Jezeli teraz okredlimy réwnik naszej sfery jako krzywa r(t) = (Rcost, Rsint, 0)
(dla r € {0, 2n), R jest promieniem sfery) i ztozymy przeksztalcenie

r:{0,7n) - S z g:5 — O, to otrzymamy krzywg w(r) zamknigta

(bo r(0) = r(2n)), nie przechodza przez 0 (bo g(x) # 0 dla kazdego x € S),

i wreszcie taka, ze w(t+n) = g(Rcos(t+ =), Rsin(t+x), 0) =

= g(— Rcost,— Rsint, 0) = g(—(Rcost, Rsinz, 0)) = —g(r(1)) = —w(r).
Wobec tego indw(r) = 2k+1 # 0.

Ale w(t) jest elementem ciaglej rodziny krzywych w,(¢) zdefiniowanych wzorem:

wo(t) = g(y/ R*—p?cost, Y R*—p3sint, o)

(jest tu oczywiscie wo(1) = w(t)).

Warto przez chwilg zastanowi¢ si¢ nad geometryczng interpretacjg rodziny w,(7).
Oto6z krzywa r,(f) = (|/Rz— p*cost, ]/R’ —p?sint, p) jest rownoleznikiem sfery
lezacym na wysokosci p nad réwnikiem, a krzywa w,(t) opisuje ,,zachowanie si¢”
przeksztalcenia g na tym réwnolezniku.

Pozostaje juz teraz tylko zauwazenie, Ze z jednej strony ind wg(z) = indwg(1) # 0,
z drugiej strony jednak ,,krzywa’ wg(t) = g(0, 0, R) ma obraz zlozony z jednego
punktu i wobec tego indwg(t) = 0. Tak wigc z zalozZenia, Ze dla kazdej pary
punktéw antypodycznych x, —x jest: f(x) # f(—x), doszliémy do sprzecznoéci —
wykazujac tym samym istnienie co najmniej jednej pary (x, —x) takiej, ze
f(x) = f(—x), czym zakonczyli§my dowdd.

Powiedzmy na zakonczenie sléw parg o (trudnych juz w dowodzie)
uogolnieniach naszego twierdzenia. Jedno z nich, naturalne w §wietle zadania
bedacego wlasciwie uproszczong wersjg twierdzenia o antypodach i naszego
artykulu, brzmi tak:

Jezeli S jest sferq w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej oraz f jest
przeksztalceniem cigglym S w przestrzen n-1-wymiarowq, to istnieje para punktéw
antypodycznych x i y takich, ze f(x) = f(y).

Bardziej nieoczekiwane jest twierdzenie, w ktdrego zalozeniach znika symetria.
Sformutujemy je w przypadku dwuwymiarowym.

Jezeli h:S — S jest przeksztalceniem ciqglym sfery na siebie takim, ze h(h(x)) = x
dla katdego x € S (przeksztalcenia takie nazywa si¢ inwolucjami: symetria jest
oczywiscie inwolucjg) i f jest przeksztalceniem cigglym sfery na plaszczyzne,

to istnieje punkt x taki, ze f(x) = f(h(x)).

By¢ moze, ktos z Czytelnikéw sprobuje udowodnié takie twierdzenie o okrggu.
Uprzedzmy jednak, ze i w tym przypadku dowdd jest do$é trudny.

i Zadania

Redaguje dr Andrzej Zieminski

F23. Naczynie z woda o temperaturze bliskiej 0°C zostalo umieszczone pod kloszem pompy
prézniowej o duzej wydajnosci pompowania. Opiszcie zjawiska jakie wystapia po uruchomieniu
pompy. Moina przyjac, ze wszystkie procesy odbywajg si¢ bez wymiany ciepla z otoczeniem, tzn.

cal L
adiabatycznie. Cieplo parowania wody w temperaturze 0°C wynosi 596 - ri cieplo krzepnigcia

cal ) . . cal
wody 79.8 S a cieplo sublimacji lodu 677 5"

(Zadanie IT-go stopnia XII Olimpiady Fizycznej — 1963 rok)
Rozwigzanie na str. §

Redaguje mgr Andrzej Mgkowski

M67. Laczac srodki sasiednich bokéw pewnego czworokata otrzymano czworokat podobny
do wyjsciowego. Jaki to czworokat?
Rozwigzanie na str. 14

M68. Przecigé kwadrat na pieé czeéci tak, by mozna z nich bylo ulozy¢ dwa kwadraty.
Rozwigzanie na str, 10

M#69, Wykazaé, ze odlegloé¢ dowolnego punktu éwiartki okregu od jego rzutu na jej cigciwe jest
$rednia geometryczng odleglosci tego punktu od jego rzutdéw prostokatnych na styczne do okregu
poprowadzone z koficbw rozwazanej ¢wiartki.

Rozwiazanie na str. 8§
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