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Czy sklonny jestes, Czytelniku, uznac za oczywiste takie oto 3 fakty:
l) Rozplaszczywszy w dowolny sposób (nie rozdzierajac) gumowy balonik
znajdziemy na jego powierzchni conajrtmiej dwa punkty, które przed splaszczeniem
byly srednicowo przeciwlegle (antypodyczne), a po splaszczeniu upadly na siebie?
2) W kazdej chwili istnieja na ?:iemi 2 punkty antypodyczne, w których zarówno
temperatura jak i cisnienie sa jednakowe?
3) Kazda kanapke z maslem i szynka mozna jednym cieciem plaskiego noza
przekroic tak, aby przepolowic chleb, masloi szynke?
Jezeli tak - gratulujemy wyobrazni. Jezeli nie - sprobujemy sie przekonac o ich
prawdziwosci,i co moze bardziej zaskakujace, o ich bliskim zwiazku.
Fakty te wynikaja z udowodnionego w 1937 roku przez znanych polskich
matematyków, BorsukaiUlama,

TWIERDZENIA O ANTYPODACH

Przestrzen euklidesowa - przestrzen, której
elementami sa ukladyn liczb rzeczywistych
(x,•...•x.L odleglosc
Q«x" ...• x.). (y" ...• y.l) okresla sie wzorem

V(x,-y,)'+ ... +(x.-y.J2. a sfera nazywa
sie jak zwykle miejsce geometryczne punktów
odleglych o ustalona liczbeR od punktu Xo

(srodka).

mówiacego, ze:
Jezeli Sjest sfera w trójwymiarowej przestrzeni euklidesowej, a f-jej
przeksztalceniem ciaglym w plaszczyzne, to istnieje para punktów x i y
symetrycznych wzgledem srodka sferyS(antypodycznych)i takich, ze f(x) =f(y).
Widac juz teraz, ze pierwszy fakt jest po prostu "naiwnym" sformulowaniem
naszego twierdzenia. Z kolei traktujac powierzchnie Ziemi jako sfere, a temperaturet
i cisnieniep jako wspólrzedne obrazu punktux na plaszczyznie (czyli piszac
f(x) = (t(x), p (x» ), otrzymamy znów sytuacje opisana w twierdzeniu
o antypodach - ciagla zaleznosc temperatury i cisnienia powietrza w ustalonej
chwili od punktu na powierzchni Ziemi jest chyba oczywista. Fakt trzeci nie jest
juz tak bezposrednim wnioskiem, jego dowodowi poswiecimy druga czesc artykulu
Zanim zaczniemy dowód twierdzenia o antypodach, przypomnimy kilka faktów····
z artykulu Urojony sprzymierzeniec M. Skwarczynskiego (<<Delta»,1974, 3).
Plaszczyzne, o której mowa w twierdzeniu, bedziemy traktowac jako zbiór C liczb
zespolonych. W cytowanym artykule zostal zdefiniowanyprzyrost logarytmu
zespolonego na krzywejzet) okreslonej na przedzialea, b i o wartosciach
w plaszczyznie zespolonej z usunietym poczatkiem ukladu. Mozna tam znalezc
równiez definicje indeksu krzywej zamknietejzet). (Jest to scisla definicja liczby
obiegów punktu° przez krzywaz(t»).
Podstawowa wlasnosc indeksu krzywej opisuje nastepujacy fakt: Jezeliw,(t) jest
ciagla rodzina krzywych zamknietych, taka, zew,(t) :F ° dla kazdegor i t,
to ind w,(t) nie zalezy odr. Wlasnosc ta zostala tez zasygnalizowana
Ciwykorzystana przy dowodzie podstawowego twierdzenia algebry) wUrojonym
sprzymierzencu. Pokazemy jeszcze, ze jezeliwet) jest krzywa zamknieta, okreslona
na przedziale(0,2n), i taka, zew(t+n) = -wet), to indw(t) jest liczba
nieparzysta.
Rozpatrzmy w tym celu krzywazet) t E (O, n) taka, zeeZ(I)= wet) (patrz
Urojony sprzymierzeniec). PoniewazeZ(") = _eZ(O), zen) = z(0)+(2k+l)ni.
Zauwazmy teraz, ze przedluzajac krzywaz na odcinek(n, 2n) wzorem
zet) = z(t-n)+ (2k+ l)ni otrzymamy
eZ(I)= eZ(I-,,)+(2k+I),,1 = eZ(I-,,) . e(2k+I),,1 = -eZ(I-,,) = -wet-n), co zgadza sie
z zalozeniem o krzywejw. Krzywa zet) okreslona na przedziale (O,2n) spelnia
wiec warunek eZ(I)= wet) i wobec tego

. d () = z(2n)-z(0) = 2(2k+ l)ni = 2k lmwt 2' 2' +.nI nI

Mozemy juz teraz przystapic do dowodu naszego twierdzenia. Ustalmy przede
wszystkim uklad wspólrzednych tak, aby srodek sfery znalazl sie w poczatku
ukladu. Parami punktów symetrycznych wzgledem srodka sfery beda wtedy
po prostu pary postacix i -x (czyli (Xl' X2, X3) i (-Xl' -X2, -x3». Zalózmy
teraz, ze teza naszego twierdzenia nie zachodzi. Oznaczaloby to, ze dla kazdegox
f(x) :F f( -x).
Wprowadzimy pomocnicze przeksztalcenieg okreslone wzorem
g(x) = f(x)-f( -x). Z zalozenia uczynionego wyzej wynika, izg(x) :F Odia
kazdegox. Równoczesnie przeksztalcenieg jest ciagle i spelnia równosc
g(-x) = -g(x).
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Jezeli teraz okreslimy równik naszej sfery jako krzywaret) = (Rcost, Rsint, O)
(dla t e (O, 2.n), R jest promieniem sfery) i zlozymy przeksztalcenie
r:(O,.n) -+ S z g:S -+ 0, to otrzymamy krzywawet) zamknieta
(bo r(O) = r(2.n», nie przechodza przez° (bo g(x) #: ° dla kazdegox e S),
i wreszcie taka, zew(t+.n) = g(Rcos(t+.n), Rsin(t+.n), O) =
= g( -Rcost,-Rsint, O) = g( - (Rcost, Rsint, O» = -g(r(t» = -wet).
Wobec tego indw(t) = 2k+l #: O.
Ale wet) jest elementem ciaglej rodziny krzywychwl1(t) zdefiniowanych wzorem:

wl1(t) = g(y'R2-e2cost, yR2-e2sint, e)

(jest tu oczywisciewo(t) = w(t»).
Warto przez chwile zastanowic sie nad geometryczna interpretacja rodzinywl1(t).

Otóz krzywa rl1(t) = (yR2-e2cost, YR2-e2sint, e)jest równoleznikiem sfery
lezacym na wysokosciil nad równikiem, a krzywawl1(t) opisuje "zachowanie sie"
przeksztalceniag na tym równolezniku.
Pozostaje juz teraz tylko zauwazenie, ze z jednej strony indWR(t)= ind wo(t) #: 0,
z drugiej strony jednak "krzywa"WR(t) = g(O,0, R) ma obraz zlozony z jednego
punktu i wobec tegoindwR(t) = O. Tak wiec z zalozenia, ze dla kazdej pary
punktów antypodycznychx, - x jest: f(x) ;ft f( - x), doszlismy do sprzecznosci -
wykazujac tym samym istnienie co najmniej jednej pary(x, -x) takiej, ze
f(x) = f( -x), czym zakonczylismy dowód.
Powiedzmy na zakonczenie slów pare o (trudnych juz w dowodzie)
uogólnieniach naszego twierdzenia. Jedno z nich, naturalne w swietle zadania
bedacego wlasciwie uproszczona wersja twierdzenia o antypodach i naszego
artykulu, brzmi tak:
Jezeli Sjest sfera w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej oraz f jest
przeksztalceniem ciaglymSw przestrzen n-l-wymiarowa, to istnieje para punktów
antypodycznych x i y takich, zef(x)= f(y).
Bardziej nieoczekiwane jest twierdzenie, w którego zalozeniach znika symetria.
Sformulujemy je w przypadku dwuwymiarowym. '
Jezeli h:S-+ Sjest przeksztalceniem ciaglym sfery na siebie takim, ze h(h(x»)= x
dla kazdego xe S (przeksztalcenia takie nazywa sie inwolucjami: symetria jest
oczywiscie inwolucja)i f jest przeksztalceniem ciaglym sfery na plaszczyzne,
to istnieje punkt x taki, zef(x) =f(h(x».
Byc moze, ktos z Czytelników spróbuje udowodnic takie twierdzenie o okregu.
Uprzedzmy jednak, ze i w tym przypadku dowód jest dosc trudny.

__ Zadania

Redaguje dr Andrzej Zieminski

F23. Naczynie z woda o temperaturze bliskiejO°C zostalo umieszczone pod kloszem pompy
prózniowej o duzej wydajnosci pompowania. Opiszcie zjawiska jakie wystapia po uruchomieniu
pompy. Mozna przyjac, ze wszystkie procesy odbywaja sie bez wymiany ciepla z otoczeniem, tzn.

cal
adiabatycznie. Cieplo parowania wody w temperaturzeO°C wynosi 596 - , cieplo krzepnieciag

cal cal
wody 79.8 - , a cieplo sublimacji lodu 677 - .
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(Zadanie II-go stopnia XII Olimpiady Fizycznej-1963 rok)
Rozwiazanie na str. 5

Redaguje mgr Andrzej Makowski
M67. Laczac srodki sasiednich boków pewnego czworokata otrzymano czworokat podobny
do wyjsciowego. Jaki to czworokat?
Rozwiazanie na str. 14

M68. Przeciac kwadrat na piec czesci tak, by mozna z nich bylo ulozyc dwa kwadraty.
Rozwiazanie na str. 10

M69. Wykazac, ze odleglosc dowolnego punktu cwiartki okregu od jego rzutu na jej cieciwe jest
srednia geometryczna odleglosci tego punktu od jego rzutów prostokatnych na styczne do okregu
poprowadzone z konców rozwazanej cwiartki.
Rozwiazanie na str. 8

3


