Twierdzenie o antypodach

Przestrzen euklidesowa — przestrzen, ktorej
elementami sg uklady n liczb rzeczywistych
(%1, ..o Xn), odleglosé

o{(xyy .oou Xn)y (14 ooy ¥n)) oOkresla si¢ wzorem
Vi=p03+ .. +(3n—ya)?, a sfera nazywa
sig jak zwykle miejsce geometryczne punktow
odleglych o ustalong liczbe R od punktu x,
(srodka).

Mgr Krzysztof NOWINSKI

Czy sklonny jestes, Czytelniku, uznac za oczywiste takie oto 3 fakty:

1) Rozplaszczywszy w dowolny sposdb (nie rozdzierajac) gumowy balonik
znajdziemy na jego powierzchni co najmniej dwa punkty, kidre przed splaszczeniem
byly Srednicowo przeciwlegle (antypodyczne), a po splaszczeniu upadly na siebie?
2) W kazdej chwili istniejag na Ziemi 2 punkty antypodyczne, w ktérych zaréwno
temperatura jak i ci$nienie s3 jednakowe?

3) Kazda kanapke z maslem i szynkqa mozna jednym cieciem plaskiego noza
przekroi¢ tak, aby przepotowi¢ chleb, masto i szynke?

Jezeli tak — gratulujemy wyobrazni. JeZeli nie — sprobujemy si¢ przekona¢ o ich
prawdziwosci, i co moze bardziej zaskakujace, o ich bliskim zwigzku.

Fakty te wynikaja z udowodnionego w 1937 roku przez znanych polskich
matematykow, Borsuka i Ulama,

TWIERDZENIA O ANTYPODACH

mowigcego, Ze:

Jezeli S jest sferq w tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej, a f — jej
przeksztalceniem ciqglym w plaszezyzne, to istnieje para punktéw x i y
symetrycznych wzgledem Srodka sfery S (antypodycznych) i takich, ze f(x) = f(y).
Widac¢ juz teraz, Zze pierwszy fakt jest po prostu ,,naiwnym’ sformulowaniem
naszego twierdzenia. Z kolei traktujac powierzchnig¢ Ziemi jako sfere, a temperature 7
i ci$nienie p jako wspdtrzedne obrazu punktu x na plaszczyZnie (czyli piszac

f(x) = (t(x), p(x))), otrzymamy znéw sytuacje opisana w twierdzeniu

o antypodach — ciagla zaleznos§¢ temperatury i ciSnienia powietrza w ustalonej
chwili od punktu na powierzchni Ziemi jest chyba oczywista. Fakt trzeci nie jest
juz tak bezposrednim wnioskiem, jego dowodowi po$wiecimy druga czesé artykutu
Zanim zaczniemy dowdd twierdzenia o antypodach, przypomnimy kilka faktéw

z artykulu Urojony sprzymierzeniec M. Skwarczynskiego («Delta», 1974, 3),
Plaszczyzng, o ktdrej mowa w twierdzeniu, bedziemy traktowacé jako zbiér C liczb
zespolonych. W cytowanym artykule zostal zdefiniowany przyrost logarytmu
zespolonego na krzywej z(t) okreslonej na przedziale a, b i 0 wartosciach

w plaszczyznie zespolonej z usunigtym poczatkiem ukladu. Mozna tam znalezé
réwniez definicj¢ indeksu krzywej zamknigtej z(7). (Jest to Scista definicja liczby
obiegéw punktu 0 przez krzywa z(t)).

Podstawowg wlasno$¢ indeksu krzywej opisuje nastgpujacy fakt: Jezeli w,(r) jest
ciggly rodzing krzywych zamknietych, taka, ze w,(z) # 0 dla kazdego rit,

to ind w,(?) nie zalezy od r. Wlasnos$¢ ta zostala tez zasygnalizowana

(i wykorzystana przy dowodzie podstawowego twierdzenia algebry) w Urojonym
sprzymierzericu. Pokazemy jeszcze, ze jezeli w(t) jest krzywa zamknieta, okre§long
na przedziale {0,27), i taka, ze w(t+x) = —w(t), to ind w(t) jest liczba
nieparzysta.

Rozpatrzmy w tym celu krzywa z(¢) ¢ € 0, n) taka, ze e*® = w(¢) (patrz

Urojony sprzymierzeniec). Poniewaz e*™ = —e*® z(n) = z(0)+ 2k +1)7i.
Zauwazmy teraz, ze przedtuzajac krzywa z na odcinek {(x, 27) wzorem

z(t) = z(t—m)+ (2k+1)ni otrzymamy
20 = pFt-M+k+ DA _ p2(t-m) ok +1nl _ _ prtt-m) _ —w(t—m), co zgadza sie
z zalozeniem o krzywej w. Krzywa z(¢) okre$§lona na przedziale {0, 27 spelnia
wiec warunek e* = w(r) i wobec tego

z(27)—z(0) _ 22k +1) i
27i T 2w

Mozemy juz teraz przystapi¢ do dowodu naszego twierdzenia. Ustalmy przede
wszystkim uktad wspétrzednych tak, aby $rodek sfery znalazt si¢ w poczatku
ukiadu. Parami punktéw symetrycznych wzgledem $rodka sfery beda wtedy

po prostu pary postaci x i —x (czyli (x;, X5, X3) i (—x;, —X,, —X3)). Zalézmy
teraz, Ze teza naszego twierdzenia nie zachodzi. Oznaczaloby to, Ze dla kazdego x
S(x) # f(—x).

Wprowadzimy pomocnicze przeksztalcenie g okreslone wzorem

g(x) = f(x)—f(—x). Z zalozenia uczynionego wyzej wynika, iz g(x) # 0 dla
kazdego x. Réwnoczeénie przeksztalcenie g jest ciagle i spelnia réwnosé

g(—x) = —g(x).

indw(t) = = 2%+1.



Jezeli teraz okredlimy réwnik naszej sfery jako krzywa r(t) = (Rcost, Rsint, 0)
(dla r € {0, 2n), R jest promieniem sfery) i ztozymy przeksztalcenie

r:{0,7n) - S z g:5 — O, to otrzymamy krzywg w(r) zamknigta

(bo r(0) = r(2n)), nie przechodza przez 0 (bo g(x) # 0 dla kazdego x € S),

i wreszcie taka, ze w(t+n) = g(Rcos(t+ =), Rsin(t+x), 0) =

= g(— Rcost,— Rsint, 0) = g(—(Rcost, Rsinz, 0)) = —g(r(1)) = —w(r).
Wobec tego indw(r) = 2k+1 # 0.

Ale w(t) jest elementem ciaglej rodziny krzywych w,(¢) zdefiniowanych wzorem:

wo(t) = g(y/ R*—p?cost, Y R*—p3sint, o)

(jest tu oczywiscie wo(1) = w(t)).

Warto przez chwilg zastanowi¢ si¢ nad geometryczng interpretacjg rodziny w,(7).
Oto6z krzywa r,(f) = (|/Rz— p*cost, ]/R’ —p?sint, p) jest rownoleznikiem sfery
lezacym na wysokosci p nad réwnikiem, a krzywa w,(t) opisuje ,,zachowanie si¢”
przeksztalcenia g na tym réwnolezniku.

Pozostaje juz teraz tylko zauwazenie, Ze z jednej strony ind wg(z) = indwg(1) # 0,
z drugiej strony jednak ,,krzywa’ wg(t) = g(0, 0, R) ma obraz zlozony z jednego
punktu i wobec tego indwg(t) = 0. Tak wigc z zalozZenia, Ze dla kazdej pary
punktéw antypodycznych x, —x jest: f(x) # f(—x), doszliémy do sprzecznoéci —
wykazujac tym samym istnienie co najmniej jednej pary (x, —x) takiej, ze
f(x) = f(—x), czym zakonczyli§my dowdd.

Powiedzmy na zakonczenie sléw parg o (trudnych juz w dowodzie)
uogolnieniach naszego twierdzenia. Jedno z nich, naturalne w §wietle zadania
bedacego wlasciwie uproszczong wersjg twierdzenia o antypodach i naszego
artykulu, brzmi tak:

Jezeli S jest sferq w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej oraz f jest
przeksztalceniem cigglym S w przestrzen n-1-wymiarowq, to istnieje para punktéw
antypodycznych x i y takich, ze f(x) = f(y).

Bardziej nieoczekiwane jest twierdzenie, w ktdrego zalozeniach znika symetria.
Sformutujemy je w przypadku dwuwymiarowym.

Jezeli h:S — S jest przeksztalceniem ciqglym sfery na siebie takim, ze h(h(x)) = x
dla katdego x € S (przeksztalcenia takie nazywa si¢ inwolucjami: symetria jest
oczywiscie inwolucjg) i f jest przeksztalceniem cigglym sfery na plaszczyzne,

to istnieje punkt x taki, ze f(x) = f(h(x)).

By¢ moze, ktos z Czytelnikéw sprobuje udowodnié takie twierdzenie o okrggu.
Uprzedzmy jednak, ze i w tym przypadku dowdd jest do$é trudny.

i Zadania

Redaguje dr Andrzej Zieminski

F23. Naczynie z woda o temperaturze bliskiej 0°C zostalo umieszczone pod kloszem pompy
prézniowej o duzej wydajnosci pompowania. Opiszcie zjawiska jakie wystapia po uruchomieniu
pompy. Moina przyjac, ze wszystkie procesy odbywajg si¢ bez wymiany ciepla z otoczeniem, tzn.

cal L
adiabatycznie. Cieplo parowania wody w temperaturze 0°C wynosi 596 - ri cieplo krzepnigcia

cal ) . . cal
wody 79.8 S a cieplo sublimacji lodu 677 5"

(Zadanie IT-go stopnia XII Olimpiady Fizycznej — 1963 rok)
Rozwigzanie na str. §

Redaguje mgr Andrzej Mgkowski

M67. Laczac srodki sasiednich bokéw pewnego czworokata otrzymano czworokat podobny
do wyjsciowego. Jaki to czworokat?
Rozwigzanie na str. 14

M68. Przecigé kwadrat na pieé czeéci tak, by mozna z nich bylo ulozy¢ dwa kwadraty.
Rozwigzanie na str, 10

M#69, Wykazaé, ze odlegloé¢ dowolnego punktu éwiartki okregu od jego rzutu na jej cigciwe jest
$rednia geometryczng odleglosci tego punktu od jego rzutdéw prostokatnych na styczne do okregu
poprowadzone z koficbw rozwazanej ¢wiartki.

Rozwiazanie na str. 8§
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