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Fizycy czesto posluguja si¢ rOwnaniami matematycznymi, przy pomocy ktdrych zapisuja tresé
praw fizycznych lub — skromniej — charakterystyki badanego procesu. Jezeli interesuje nas
dynamika, przebieg jakiegos procesu, to zapis matematyczny ma zazwyczaj posta¢ rOwnania
rézniczkowego lub ukladu takich réwnan. Rozwigzaniem konkretnego zagadnicnia jest wowczas
wyznaczenie zaleznosci czasowych dla zmiennych wystepujacych w réwnaniach.

Rozwigzania ukladu réwnan moze si¢ podjaé oczywiscie matematyk, ale sformulowanie réwnan,
oparte o pewne znane lub zaloZzone zwiazki charakteryzujace dane zjawisko, oraz analiza
fizycznego sensu rozwigzania stanowia, z natury rzeczy, pole dzialania fizyka.

Przy opisie zachodzacych w przyrodzie realnych proceséw stosujemy z reguly pewne
upraszczajace zaloZenia, idealizacje, ktéra stanowi warunek efektywnego sformulowania réwnan
i ich rozwigzania. Ocena dopuszczalnosci stosowanych uproszczen jest istotnym elementem
pracy nad danym problemem. Ambitny program ,,maksymalistyczny”, polegajacy na préobie
uwzglednienia wszystkich mozliwych efektéw w badanych procesach, prowadzi nieuchronnie

do ukladéw réwnan trudnych lub zgola niemozliwych do rozwigzania. Dlatego znajomosé

i ocena wzglednej roli (hierarchii) poszczegdlnych efektoéw jest podstawowym warunkiem
skutecznej analizy problemu. T¢ podstawowa cze$¢ zagadnienia bierze ,,na swoja
odpowiedzialno$¢™ specjalista z danej dziedziny, w szczegolnosci fizyk.

Fizycy przyzwyczaili si¢ do takich zagadnien, z ktérymi przeciez stykaja si¢ na codziefi w swojej
pracy. Prosty problem ruchu oscylatora harmonicznego, reprezentowanego np. przez ruch kulki
zawieszonej na sprezynie, jest klasycznym przykladem takiego podejscia.

Prosty, przejrzysty zapis rownania ruchu, oparty na prawie Hooke’a, jest wynikiem swiadomego
pomijania wielu efektow, np. tarcia, oporu ofrodka, zjawisk elektromagnetycznych (ruch
przewodnika w polu magnetycznym Ziemi) itp. :

Wobec takich nawykéw i wprawy, jaka nabyli fizycy, nie powinien dziwi¢ i naturalny wydaje sig
fakt, ze np. w badaniu ukladéw biologicznych czy socjologicznych z zawodowymi specjalistami
w tych dziedzinach czestp wspdlpracujg fizycy. Dzieje si¢ tak w szczeg6lnosci w obszernej

i intensywnie rozwijajacej si¢ dziedzinie matematycznego modelowania proces6w.

Podamy ponizej dwa przyklady z dziedziny ekologii celem zilustrowania procedury
konstruowania modelu i jego analizy.

1. Pierwszy przykiad — to klasyczne zagadnienie ,,ofiary i drapieznika”, przy czym ,,ofiara” x
(np. trawozerny krélik albo Zywiaca si¢ planktonem ryba czy czerpiaca soki z ziemi roslina)

ma pod dostatkiem pozywienia. Gdyby nie istnialy ,,drapiezniki” y (np. migsoZerny ry$, zywiacy
sie mniejszymi rybami szczupak czy niszczace rosliny owady), wowczas gatunek x rozwijalby si¢
pomyslnie i nieograniczenie. Kazde jednak spotkanie z przedstawicielem gatunku y prowadzi
do zguby ,,ofiary” x. Gdyby nie istnialy ;,ofiary™ x, to gatunek y musialby wymrze¢ z braku
pozywienia, i tylko spotkania z przedstawicielami gatunku x moga stanowi¢ podstawg rozwoju
gatunku y, czerpiacego z tych spotkan pokarm.

Zadaniem naszym jest sformulowanie i analiza modelu matematycznego omawianych procesow.
Jezeli decydujemy sie na pominiecie wplywéw zewnetrznych (istnienie i rola innych gatunkéw,
wplyw czynnikéw atmosferycznych na ilo$é zapasdéw pozywienia gatunku x, migracje gatunkéw

x iy (z—i na rozwazany teren), to zmiany liczebnosci x i y w czasie przedstawiajq rownania:
dx
(1a) - = ax—oaxy,

dt
b,a,f > 0.
dy a’ Lt §
(1) < = ~by+Bxy,




Pierwsze czlony po prawej stronie reprezentuja ,,przyrost naturalny”™ — dominacje narodzin
nad $miertelnoscia; w przypadku ,,drapieznika™ gatunek ten, pozostawiony sam sobie, wyginie
z braku pozywienia — stad minus przy wspolczynniku b. Drugie czlony odpowiadaja skutkom
spotkan ,,drapieznikéw” i,,ofiar”, zgubnych dla ,,ofiary” (minus przy «!) i korzystnych dla
.»drapieznikéw” (plus przy p!).

Jako$ciowa teoria rownan rézniczkowych pozwala na podanie opisu ogdlnych charakterystyk
dynamiki ukladu w oparciu o zwigzki (1), bez koniecznosci analitycznego rozwigzywania ukladu
Rys. 1 (1). Nie wchodzac w szczegbly takiego rozumowania zauwazmy tylko, ze wygodnie jest rozwazaé
nasz problem na tzw. plaszczyZnie fazowej (xy), gdzie kazdemu punktowi o wspélrzednych x i y
odpowiada okreslony stan ukladu, stan, w ktérym liczebnosci ,,ofiar” i ,,drapieznik6w™ wynosza
odpowiednio x i y. Na plaszczyZnie fazowej w rozwazanym przez nas zagadnieniu istniejg dwa
punkty osobliwe, w ktérych dx/dr = 0 = dyldt: (A) x =0,y =0i (B)x = b/f, y = afa.

Punkt (A) nie jest interesujacy (obydwa przedmioty naszego zainteresowania znikaja!), natomiast
punkt (B) jest punktem stacjonarnym, zwanym $rodkiem. Widzimy ponadto, Ze proste: x = b/
(» dowolne, ale rézne od ax) i y = alx (x rdéine od b/f) sa miejscem geometrycznym stanow,

w ktorych zmienia sig tylko liczebno$é x i y — odpowiednio. Trajektoriami ukiadu dynamicznego
o takich wlasciwosciach sa krzywe zamknigte, otaczajace punkt osobliwy, przypominajace swym
ksztaltem w poblizu punktu osobliwego elipsy, a coraz to bardziej zdeformowane w miarg
oddalania si¢ od tego punktu. Takie zamknigte trajektorie, zwane cyklami, stanowig graficzny
obraz zachowania si¢ ukladu (w naszym przypadku — zmiennych x i ) w czasie. Latwo zauwazy¢
(rys. 1), ze przy ustalonych wspoélczynnikach a, b, «, f liczebnosci kazdego z gatunkéw ulegajg
periodycznym zmianom, przy czym ekstrema dla x i y sa wzgledem siebie przesunigte w fazie.

Ciekawym potwierdzeniem tego wniosku sq dane pochodzace od traperdéw kanadyjskich,
dostarczajgcych skorki krélikéw i rysi do punktoéw skupu (rys. 2).
Analiza naszego ukladu, przedstawionego na plaszczyznie fazowej, pozwala na otrzymanie
innych, napozér paradoksalnych wnioskéw. Okazuje sig, ze w celu zwigkszenia liczebnosci
krolikow (przynajmniej w pewnych momentach czasu) mozna albo odstrzeliwag rysie, albo je...
importowaé z innych terenéw (!), przy czym dzialalno$é pierwsza nalezy przeprowadzaé w fazie
(1) — na ,,dole™ trajektorii, za§ dzialalno§¢ druga w fazie (2) — na ,,gbrze” trajektorii. Mozemy
tez — co na pierwszy rzut oka jest zupelnie nieoczekiwane — odstrzeli¢ pewna liczbe krolikow,
T e kealiki  Ale wowezas musimy to przeprowadzi¢ koniecznie w fazie (3) — w lewym kraficu trajektorii.
rysie  Kazda z wymienionych procedur prowadzi do przejécia ukladu na trajektori¢ dalszg od punktu
f . srodkowego, co z kolei daje wiecksza amplitude zmian liczebnosci krélikow.

II. Oméwimy teraz krotko zagadnienie dwoch gatunké6w wzajemnie antagonistycznych, tj. takich,

am LN f B
| Jk ! \f |h,* \ | I& ze spotkanie przedstawicieli tych gatunkéw prowadzi do ich obopédlnej zguby. Wyobrazmy sobie
el S, = np. dwa gatunki kotéw o réznej barwie siersci, ale poza tym identycznych, przy czym tak
1845 1865 1885 1905 1925 czas  wojowniczych, ze gdy tylko przedstawiciele jednego i drugiego gatunku spotkaja sig, walcza
Rys. 2 ze soba tak zajadle, iz obydwaj gina. Zakladamy ponadto, ze obydwa gatunki maja pod

dostatkiem pozywienia, o ktére nie musza walczy¢.
Model matematyczny dla naszego problemu ma postac:

dx
(2a) Tdr = ax—axy,
(2b) % = ay—oaxy.

Proponujemy Czytelnikowi podjecie préby samodzielnej analizy modelu i wykreslenie trajektorii
dla rozwazanego ukladu na plaszczyinie fazowej xy oraz sprawdzenie, czy przebieg ich jest
Jjakosciowo zgodny z przedstawionym schematycznie na rys. 3. Zauwazmy, ze po dostatecznie
dlugim czasie wszystkie trajektorie oddala,a si¢ od poczatku ukiadu wspdirzednych, przy czym
opisywany uklad dazy do jednego z dwoch stanéw stacjonarnych trwalych: x — oo, y =+ 0,

lub x — 0, y — 0, czyli z biegiem czasu jeden gatunek musi nieuchronnie wyginaé, a drugi
rozwija swa liczebnos¢ nieograniczenie. Innymi slowami niemozliwe jest na dluzsza metg
wspolistnienie takich antagonistycznych gatunkow!

Zauwazmy dalej, ze symetryczny stan x = a/x = y jest nietrwaly — najmniejsza fluktuacja,
dajaca przewage jednemu z gatunkéw determinuje dalszy bieg wypadkow i stopniowe dazenie
do odpowiedniego stanu trwalego (zanik jednego z gatunkéw i rozrost drugiego).

Ciekawe i warte podkre§lenia jest powiazanie migdzy przypadkowym charakterem poczatkowej
fluktuacji a deterministycznym charakterem dalszego przebiegu trajektorii.

Opisany tu model, poza zartobliwym i niezbyt realnym przykladem z sytymi, ale wojowniczymi
kotami, pozwala na analize¢ i opis pewnych zjawisk, zwigzanych z ewolucja biologiczng,

a mianowicie uniwersalnoscig kodu genetycznego, czy z problemem asymetrii optycznej,
obserwowanej w optycznie czynnych czasteczkach wchodzacych w sklad zywych organizméw.
We wspolczesnej biofizyce teoretycznej rozwazane sg liczne modele matematyczne, przy czym
udzial takiego ,,fizycznego sposobu my$lenia” (w konstruowaniu modelu i jego analizie) ma




