O metodzie Heaviside’a rozwigzywania liniowych rOwnan
rézniczkowych zwyczajnych ze stalymi wspotczynnikami

Dr Tadeusz IWANIEC

Z pojeciem réwnania rézniczkowego mieli Czytelnicy okazje zetknac si¢ w artykule

H. Kolakowskiego («Delta», 1974, 10; 1975, 6). Zajmiemy si¢ pewna specjalng klasg réwnan
i podamy ciekawa metodg ich rozwigzywania, pochodzaca od Heaviside’a.

Liniowym réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym n-tego rzedu ze stalymi wspolczynnikami
nazywamy zaleZznos¢ postaci

m HM(t) + Qg u=1()+ ... +a M) +agult) = [(t),
w ktorej ag, ay, ..., @.—y sa danymi liczbami, f(r) jest znang funkcja, a u(r) jest funkcja
poszukiwang. (Symbolem u®)(t) (k = 1,2... ) oznaczyliémy tutaj k-ta pochodng funkcji u(r)).
W praktyce okazuje sie, ze wygodniej jest rozpatrywac réwnania, w ktérych wspolczynniki
do, @y ... Any 54 liczbami zespolonymi. W tej sytuacji znana funkcja f(f) moze rowniez
przyjmowaé wartosci zespolone, a funkcje u(r) znajdowaé bedziemy w postaci zespolonej,
to znaczy w postaci

u(t) = uy (1) +iuy (1),
gdzie u,(¢) oraz u,(¢) sa niewiadomymi funkcjami rzeczywistymi; k-ta pochodna u®)(¢) funkcji
zespolonej u(t) rozumiemy jako funkcj¢ dang wzorem

u® (1) = w0, ®O)+ iy ®(r).
Takie ogdlniejsze postawienie problemu jest konieczne, umozliwia ono bowiem stosowanie tej
metody rozwiazywania, ktéra mam zamiar przedstawi¢. Z drugiej strony, jesli dane réwnanie jest
rzeczywiste i jesli potrafimy znaleZé jego zespolone rozwiazanie u(r) = u, (¢)+iuz(t), to funkcja
u, (1) jest jego rozwiazaniem rzeczywistym. Istotnie, jesli bowiem

M)+ ap a0 + ... +a;u)+aoult) = f(1),
to

() @y uy OV + . Fa O )+ aou () +

™) + @ y =1+ ... +a D)+ douy ()] = f(£)+i- 0.

Na mocy definicji réwnoéci liczb zespolonych (réwne musza byé zaréwno ich czgdci rzeczywiste,
jak i urojone):

wy () + Gy 1, - D)+ ... Fa u D)+ agu, (1) = (1)
i dodatkowo otrzymujemy

U () + Gy y 2D+ L Fa () aoua(t) = 0.
Oznaczmy symbolem C= (R) zbiér funkcji zespolonych okreslonych na prostej R
i posiadajacych pochodne wszystkich rzedéw. Na C* (R) okre$lamy operator
(przyporzadkowanie)
D:C®(R) — C=(R), ktéry kazdej funkcji u € C (R) przypisuje jej pierwsza pochodng «'.
To znaczy: Du = i’ dla kazdej funkcji z tego zbioru. Uzywajac tych oznaczen najprostsze
réwnanie rézniczkowe
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w(t) = f(1)
zapisujemy w postaci operatorowej
2 Du = f.
Réwnanie to zawsze posiada rozwiazanie, ktére zwykle oznacza si¢ symbolem

u(t) = (f(O)dt+C,

gdzie C jest funkcja stala (parametrem). W pewnym sensie operator 5 f(t)dt jest odwrdceniem
operatora D. Dlatego wygodniej jest wprowadzi¢ inne oznaczenie:
(D) (1) = \f(H)dr+C.

Y v‘ﬂ.'r"" y

o WS : ’*’-‘
LA, ,':}?E..‘"\"‘ -_i‘? o) ﬁ

T
5 “3.

ay




W artykule ,,0 przestrzeniach
metrycznych (I1I)”, wiersze 22-23 od goéry,
nalezy skresli¢ ,,(albo réZnowartosciowa)™
Jest to bigd nie pochodzacy od Autorki,
ktérg przepraszamy.

Zwroémy uwage, ze operator D-' odwzorowuje element f € C= (R) w cala klase funkcji

D~ 'f = C=(R), w ktorej kazde dwie roznia si¢ o funkcje stala. Tak wiec rozwigzanie réwnania
(2) sprowadza sig do obliczenia calki. Z tego wzgledu zazwyczaj zamiast méwié ,,rozwigzac
réwnanie rozniczkowe™ mowimy (i to w przypadku kazdego réwnania) ,,scalkowaé réwnanie
rézniczkowe”. Czynnos¢ calkowania funkcji (czyli obliczanie D~'f)nazywamy kwadraturg.
Rozwigzaé lub scalkowac réwnanie rézniczkowe oznacza wyrazi¢ funkcje u(r) przy pomocy
skoniczonej liczby kwadratur znanej funkeji f(r). W celu podania ogdlnej metody catkowania
roéwnania (1) sprobujmy rozwiazaé rOwnanie postaci

w' ()= Aut) = f(1),

gdzie A jest dang liczba zespolona.
Zapisujemy je takze w postaci operatorowe;j
(3) (D—MNu = f,
gdzie D — A jest operatorem dzialajacym nastgpujaco:

(D—A)u= Du—2Ai-u.
Czytelnik moze latwo sprawdzi¢, ze powstaje tu wzor

((D— D) (t) = ertD(e*tu(r)),

wiec rownanie (3) zapisuje si¢ w postaci

erDeMy(r) = f(1).
Stad otrzymujemy posta¢ rozwiazania:
(O] u(t) = (D= N)~f(1) = edD~ e~ Mf(r). ’
Podobnie, jak w przypadku réwnania (2), operator (D— 1)~' odwzorowuje kazdy element
fe C=(R) w klasg funkcji (D—2)~'f = C®(R) i wyraza si¢ za pomoca jednej kwadratury.
Przejdzmy teraz do mozliwie najbardziej ogolnej sytuacji. Dowolnemu wielomianowi

(A — zmienna zespolona)
Py(A) = ay A" +ap-1 A"+ ... +a,A+a,

przyporzadkowujemy w sposob wzajemnie jednoznaczny operator rézniczkowy
P,(D) = a,D"+a,. ;D" '+ ... +a, D' +ay D",
ktérego dzialanie na funkcjach u € C= (R) okresla formula
(Pu(D)u) (1) = @utd™ (1) + @y ul®=1(2)+ ... + a6’ (1) +agult).

Wielomian P,(4), odpewiadajz_;cy operatorowi P,(D), nazywamy symbolem operatora P,(D).
Sume i.iloczyn operatoréw rozniczkowych okreslamy nastgpujacymi wzorami:

" n n

a;Di+ 2 by D} Z (ai+ b)) Di,

i=0 i=0 i=0

Il

m n m

(S0 (S0 §; S

=0 i=0j=0

Widzimy, ze symbole sumy i iloczynu sg rowne odpowiednio sumie i iloczynowi symboli. Mowiac
mniej $cisle, skonstruowali$my dzialania na operatorach rézniczkowych podobne

do klasycznych dzialar na wielomianach. Umozliwia to przeniesienie wielu czynnosci
wykonywanych na wielomianach do operatoréw rézniczkowych. Latwo jest rowniez sprawdzié, ze
iloczyn dwéch operatoréw rézniczkowych jest po prostu ich zlozeniem.

W przyjetych oznaczeniach rownanie (1) zapisujemy w postaci operatorowej

(5) Pu(D)u = f.
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Rozwiazanie zadania M67.

Na mocy tw. Talesa boki ,,nowego’"
czworokata sa réwnolegle do przekatnych
wyjsciowego i, odpowiednio, o polowg
krétsze od mich. ,,Nowy'" czworokat, jak

i wyjsciowy, 5§ wiec rownoleglobokami

o katach réwnych katom miedzy
przekgtnymi. Réwnolegloboki te majg
wspblny érodek. Moina je wigc przez obrét
wzgledem niego (lub byé¢ moie przez
symetrig wzgledem prostej przez ten srodek
przechodzgcej) ustawié tak, by mialy boki
i przekatne réwnolegle odpowiednio, Mamy
zatem (patrz rysunck)

+AOB = $AOK+ <KOB = $BOL+
+A0BL = 4 ABC = £BOC,

czyli <AOB = < BOC = 90°,

A K B

D c

Rawnolegloboki okazaly si¢ prostokgtami
o prostopadlych przekatnych, a wigc
kwadratami.

Teraz przez analogi¢ do réwnania (2) i (3) skonstruujemy wyrazajgcy sie przez skoiiczong liczbg
kwadratur operator P,~'(D), kt6ry przypisuje funkcjom /€ C® (R) klas¢ funkcji
P,~Y(D)f < C=(R) bedacych rozwigzaniem réwnania (5). W tym celu skorzystamy
z podstawowego twierdzenia algebry, ktére mowi, ze dowolny wielomian
Py(A) = A4 ag, A1+ ... +a,A+a, moze byé zapisany w postaci
Pud) = (A=A )% (A—22)%2 ... (A—Ap)™m (@ +ea+ ... +0m = 1), W kibrej Aiy dznv dwsq
zespolonymi pierwiastkami wielomianu P,(1), a &y, ..., % 5 ich krotno$ciami. W tym wiasnie
momencie widzimy, e dziedzina rzeczywista jest nienaturalna dla naszych badan. Nawet gdy
réwnanie (1) byloby rzeczywiste, to i tak mogloby si¢ zdarzy¢, ze liczby 24, 43, ... Ay bylyby
zespolone i zmuszeni byli by$my rozwaza¢ operatory zespolone. Réwnanie (5) jest teraz
réwnowazne nastgpujacemu:
(D—1,)21(D— A3)%2 ... (D— An)*mu = f.

Korzystajac ze wzoru (4) uzyskujemy wzér wyrazajacy rozwigzanie rownania (5) przez calki
funkcji f:
(6) u(t) = (D—An)"%m ... (D—2A3)"%2(D—A,)"%1f(1) =

= emtD-ame imt ., Mt D-21e~Mitf(1) 2L P, (D)S ().
W ten sposéb udowodniliémy istnienie rozwiazania réwnania (1), Nietrudno zauwazy¢, ze ogolne
rozwiazanie, ktére jest okreslone wzorem (6), zalezy od n parametréw. Kazdy z nich pojawia si¢
na skutek niejednoznacznosci operatora D=, tj. jednej z kwadratur, ktérych w iloczynie
po prawej stronie wzoru (6) mamy dokladnie oy +ax+ ... +om = n.
Przytoczone powyzej rozumowanie najlepiej zilustrowaé na przykladzie.
Zadanie. Podaé wszystkie rozwigzania rownania:

*) W) =4 () + 56’ (1) —2u(t) = 1.
Rozwigzanie
Wielomian A*—44*+ 54—2 rozkladamy na czynniki
B4l 4502 = (A—=2) A—1)%
Nastepnie réwnanie zapisujemy w réwnowaznej formie operatorowej
(D-2) (D—1)u= 1.
Rozwiazanie otrzymujemy z formuly (6):

u(t) = e!D e te2t D 1o~ 2 = et D™ 2! ( - LZ e 24 C)= etD- D! (— 12 e+ C’e’) =

= etD! (%.e"+Ce'+B) =t ( = %e—’+ Ce‘+Br+D) =- % +Ce?t+ (Bt+ D)e'.
Oczywiscie, jezeli dane jest jedno rozwiazanie rownania (1), powiedzmy u, € P,U(D), to kazde
inne rozwiazanie rézni si¢ od ug 0 rozwigzanie réwnania jednorodnego (z prawa strona réwng
zero), to znaczy o pewien element z klasy P.~'(D) (0).

Klase funkcji P,~*(D) (0) mozna latwo opisaé. Czytelnicy znajacy elementy rachunku calkowego
moga udowodni¢ — uzywajac kilkakrotnie wzoru na catkowanie przez czgici — ze elementy klasy
P,~*(D)(0) sa po prostu funkcjami postaci

Wa, (1) et + wa (1) €528+ .. + Wag (1) e,
gdzie Wa,, ..., Wan 52 dowolnymi wielomianami stopni mniejszych odpowiednio od o, ¢, ... &m.
Na przykladzie zadania 1 widzimy, ze funkcja wo(f) = — %jest szczegblnym rozwigzaniem

rownania (*). Natomiast pozostala czes¢ rozwiazania, to znaczy funkcja

Ce?'+ (Bt +D)e',
jest rozwiazaniem réwnania jednorodnego. Wynik ten zgadza sig z wypowiedzianym powyzej
twierdzeniem.
Dla zapewnienia jednoznacznosci rozwigzania nalezy poda¢ oprécz réwnania (1) dodatkowe
warunki na u(¢). Przykladem warunkéw, ktére zapewniaja jednoznaczno$é, a jednoczesénie
istnienie rozwiazania, sa tzw. warunki poczatkowe Cauchyego.
Problem Cauchyego. Znalez¢ funkcje u(r) speiniajaca rownanie (1) oraz nastgpujace warunki
poczatkowe:

w(0) = po, #'(0) = p1, .o, ¥=1N0) = py-y.

Przez odpowiedni dobér parametréw wystepujacych w ogélnym rozwiazaniu réwnania (1)
mozemy zawsze takie warunki spelnié, rozwigzujac n-réwnan z n-niewiadomymi.

Dla przykladu: Rozwigzaniem réwnania (*) spelniajacym warunki u(0) = 1, #'(0) = 3, /(0) = 5
jest funkeja '

wlt) = — _;_ +(t+ et + ; e,
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