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Z pojeciem równania rózniczkowego mieli Czytelnicy okazje zetknac sie w artykule
H. Kolakowskiego (<<Delta». 1974. 10; 1975, 6). Zajmiemy sie pewna specjalna klasa równan
i podamy ciekawa metode ich rozwiazywania. pochodzaca od Heaviside·a.
Liniowym równaniem rózniczkowym zwyczajnym n-tego rzedu ze stalymi wspólczynnikami
nazywamy zaleznosc postaci

(1) u(n)(t)+a._lu<n-1)(/)+ ... +alu(1)(/)+aou(/) = 1(/).
w której ao. al, ...• a.-l sa danymi liczbami,/(/) jest znana funkcja. au(/) jest funkcja
poszukiwana. (Symbolemu(I:)(/) (k = 1.2... 11)oznaczylismy tutaj kota pochodna funkcjiU(/».

W praktyce okazuje sie. ze wygodniej jest rozpatrywac równania. w których wspólczynniki
ao. al'" a.-l sa liczbami zespolonymi. W tej sytuacji znana funkcja/(/) moze równiez
przyjmowac··wartosci zespolone. a funkcjeU(/) znajdowac bedziemy w postaci zespolonej.
to znaczy w postaci

u(/) = Ul(1)+ ;u;1(/).

gdzie Ul(1) oraz u;1(/) sa niewiadomymi funk.cjami rzeczywistymi; kota pochodnau(I:)(/) funkcji
zespolonej u(/) rozumiemy jako funkcje dana wzorem

u(I:)(/) = Ul(k)(/)+;U;1(k)(/).

Takie ogólniejsze postawienie problemu jest konieczne. umozliwia ono bowiem stosowanie tej
metody rozwiazywania. która mam zamiar przedstawic. Z drugiej strony. jesli dane równanie jest
rzeczywiste i jesli potrafimy znalezc jego zespolone rozwiazanieu(/) = Ul(1)+ ;u;1(/). to funkcja
Ul (I) jest jego rozwiazaniem rzeczywistym. Istotnie. jesli bowiem

u(n)(/)+a._1U(n-1)(/)+ ... +01u(1)(/)+aou(/) = 1(/),
to

U1(n)(/)+a._l Ul(n-1)(/) + ... +al ul(1)(/)+«OUl (/)+

;[U;1<n)(/)+a._lu;<n-1)(/)+ ... +alu;1(1)(/)+aOu;1(/)] =/(/)+;' O.

Na mocy definicji równosci liczb zespolonych (równe musza byc zarówno ich czesci rzeczywiste.
jak i urojone):

u.l<n)(/)+0._lUl<n-1)(/)+ ... +alul(1)(/)+00U1(/) =1(/)
i dodatkowo otrzymujemy

U;1<n)(/)+0._lU;1<n-1)(/)+ ... +alu;1(1)(/)+aOu2(/) = O.

Oznaczmy symbolem Coo(R) zbiór funkcji zespolonych okreslonych na prostejR

i posiadajacych pochodne wszystkich rzedów. Na Coo(R) okreslamy operator
(przyporzadkowanie)
D: COO(R) -+ coo(R). który kazdej funkcji u e coo(R) przypisuje jej pierwsza pochodnau'.
To znaczy: Du = u' dla kazdej funkcji z tego zbioru. Uzywajac tych oznaczen najprostsze
równanie rózniczkowe

u'(/) =1(/)

zapisujemy w postaci operatorowej
(2) Du =1.
Równanie to zawsze posiada rozwiazanie. które zwykle oznacza sie symbolem

U(/) = ~/(/)dt+C.

gdzie C jest funkcja stala (parametrem). W pewnym sensie operatorV(/) dl jest odwróceniem

operatora D. Dlatego wygodniej jest wprowadzic inne oznaczenie:

(D-II) (I) = V(/)dt+ C.
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W artykule ••O przestrzeniach
metrycznych (III)". wiersze 22-23 od I:óry,
nalezy skreslic ••(albo róznowartosciowa)"
lest to blad nie pochodzacY od Autorki,
która przepraszamy.

Zwrócmy uwage, ze operatorD-l odwzorowuje elementfE C'" (R) w cala klase funkcji
D-1fc C'" (R), w której kazdt dwie róznia sie o funkcje stala. Tak wiec rozwiazanie równania

(2) sprowadza sie do obliczenia calki. Z tego wzgledu zazwyczaj zamiast mówic "rozwiazac
równanie rózniczkowe" mówimy (i tow przypadku kazdego równania) "scalkowac równanie
rózniczkowe". CzynnoSC caIkowania funkcji (czyli obliczanieD-lf) nazywamy kwadratura.
Rozwiazac lub scalkowac równanie rózniczkowe oznacza wyrazic funkcjeu(t) przy pomocy
skonczonej liczby kwadratur znanej funkcjif(t). W celu podania ogólnej metody calkowania
równania (1) spróbujmy rozwiazac równanie postaci

u'(t)- ).u(t) = f(t) ,

gdzie). jest dana liczba zespolona.
Zapisujemy je takze w postaci operatorowej

w W-~u=~

gdzie D - ). jest operatorem dzialajacym nastepujaco:

(D-).)u = Du-).· u.

Czytelnik moze latwo sprawdzic, ze powstaje tu wzór

«D- ).)u) (t) = ei.tD(e-).tu(t»,

wiec równanie (3) zapisuje sie w postaci

ei.tDe-J.tu(t) =f(t).

Stad otrzymujemy postac rozwiazania:

(4) u(t) def (D- ).)-lf(t) = ei.tD-1e-Uf(t).

Podobnie, jak w przypadku równania (2), operator(D- ).)-1 odwzorowuje kazdy element

fE C'" (R) w klase funkcji (D- ).)-lf c C'" (R) i wyraza sie za pomoca jednej kwadratury.
Przejdzmy teraz do mozliwie najbardziej ogólnej sytuacji. Dowolnemu wielomianowi
(). - zmienna zespolona)

p.().) = a.).n+a._l).n-l+ ... +al).+aO

przyporzadkowujemy w sposób wzajemnie jednoznaczny operator rózniczkowy

P.(D) = a.D"+a._lD"-I+ ... +alDl+aoDo,

którego dzialanie na funkcjachu E C'" (R) okresla formula

(P.(D)u) (t) = a.u(n)(t)+a._lu<n-1l(t)+ .. , +alu'(t)+aou(t).

Wielomian p.().), odpowiadajacy operatorowiP.(D), nazywamy symbolem operatoraP.(D).

Sume i.iloczyn operatorów rófuiczkowych okreslamy nastepujacymi wzorami:

n n n

.2; a,DI+ .2; b,DI = .2; (a,+b,)DI,
1=0 1=0 1=0

n m n m

(~a,DI) (.2; bJDi) = .2;.2;a,bJDI+i.
1=0 j=O I=Oj=O

Widzimy, ze symbole sumy i iloczynu sa równe odpowiednio sumie i iloczynowi symboli. Mówiac
mniej scisle, skonstruowalismy dzialania na operatorach rózniczkowych podobne
do klasycznych dzialan na wielomianach. Umozliwia to przeniesienie wielu czynnosci
wykonywanych na wielomianach do operatorów rózniczkowych. Latwo jest równiez sprawdzic, ze
iloczyn dwóch operatorów rózniczkowych jest po prostu ich zlozeniem.
W przyjetych oznaczeniach równanie (I) zapisujemy w postaci operatorowej

(5) P.(D)u =f.
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Teraz przez analogie do równania (2) i (3) skonstruujemy wyrazajacy sie przez skonczona liczbe
kwadratur operatorp.-1(D), który przypisuje funkcjomIE Cro (R) klase funkcji
p.-1(D)f c Cro (R) bedacych rozwiazaniem równania(S). W tym celu skorzystamy
z podstawowego twierdzenia algebry, które mówi, ze dowolny wielomian
p.O.) = A"+a._lA,,-I+ ... +alA+aO moze byc zapisany w postaci

P.(A) = (A-Al)<ll' (A-A%)<lz ... (A-Am)'m (0(1+0(%+ •• , +Cxm = n), w której Al. A%... Amsa
zespolonymi pierwiastkami wielomianuP.(A), a OCto ••• , OCm sa ich krotnosciami. W tym wlasnie
momencie widzimy, ze dziedzina rzeczywista jest nienaturalna dla naszych badan. Nawet gdy
równanie (1) byloby rzeczywiste, to i tak mogloby sie zdarzyc, ze liczbyAto A%•... Ambylyby
zespolone i zmuszeni byli bysmy rozwazac operatory zespolone. Równanie(S) jest teraz
równowazne nastepujacemu:

(D-Al)Q;I(D-A%)<zz ... (D-Am)<lmu =f.

Korzystajac ze wzoru (4) uzyskujemy wzór wyrazajacy rozwiazanie równania(S) przez calki
funkcji f:

(6) u(t) = (D-Am)-<lm .•. (D-A%)-<lz(D-Al)-<llf(t) =

= eAmtD-<lme-Amt... eA1tD-ale-Atlf(t) def P.-1(D)f(t).

W ten sposób udowodnilismy istnienie rozwiazania równania (1). Nietrudno zauwazyc, ze ogólne
rozwiazanie, którejest okreslone wzorem (6), zalezy odn parametrów. Kazdy z nich pojawia sie
na skutek niejednoznacznosci operatoraD-t, tj. jednej z kwadratur, których w iloczynie
po prawej stronie wzoru (6) mamy dokladnieOCl +oc%+ ••• +ocm = n.
Przytoczone powyzej rozumowanie najlepiej zilustrowac na przykladzie.
Zadanie. Podac wszystkie rozwiazania równania:

(*) u"'(t)-4u"(t)+Su'(t)-2u(t) == l.

--
Rozwiazanie zadania M67.

Na mocy tw. Talesa boki "nowego"
czworokata sa równolegle do przekatnych
wyjsciowego i, odpowiednio, o polowe
krótsze od nich. "Nowy" czworokat, jak
i wyjsciowy, sa wiec równoleglobokami
o katach równych katom miedzy
przekatnymi. Równolegloboki te maja
wspólny srodek. Motna je wiec przez obrót
wzgledem niego (lub byc mote przez
symetrie wzgledem prostej przez ten srodek
przechodzacej) ustawic tak, by mialy boki
i przekatne równolegle odpowiednio. Mamy
zatem (patrz rysunek)
~AOB = ~AOK+ ~KOB = ~BOL+
+ ~OBL = ~ABC ~ ~BOC,
czyli ~AOB = ~BOC = 90°.

A K B

~
D ~

Równolegloboki okazaly sie prostokatami
o prostopadlych przekatnych, a wiec
kwadratami.

Rozwiazanie

Wielomian A3-4A%+SA-2 rozkladamy na czynniki

l3_4J.2+ SJ.- 2 = (J.- 2) (J.-1)%.

Nastepnie równanie zapisujemy w równowaznej formie operatorowej

(D-2) (D-l)%u == l.
Rozwiazanie otrzymujemy z formuly (6):

u(t) = elD-%e-'e21D-le-2t = e1D:-%et(- +e-2t+c)=etD-ID-l (- '~ e-t+cet) =

=etD-l(~ e-t+cet+B)=et(- ~e-t+cet+Bt+D)= - ~ +Ce2t+(Bt+D)et.

Oczywiscie, jezeli dane jest jedno rozwiazanie równania (1), powiedzmyUo E p.-1(D)f, to kazde
inne rozwiazanie rózni sie odUo o rozwiazanie równania jednorodnego (z prawa strona równa
zero), to znaczy o pewien element z klasyP.-1(D) (O).
Klase funkcji P.-1(D) (O) mozna latwo opisac. Czytelnicy znajacy elementy rachunku calkowego
moga udowodnic - uzywajac kilkakrotnie wzoru na calkowanie przez czesci - ze elementy klasy
p.-1(D)(O) sa po prostu funkcjami postaci

w<ll(t)e<llt+waz(t)eazt + ... +Wam(t)e<l"",

gdzie W<ll' •••• Wamsa dowolnymi wielomianami stopni mniejszych odpowiednio odOCto oc%, ••• ocm•

Na przykladzie zadania l widzimy, ze funkcjauo(t) == - ~jest szczególnym rozwiazaniem2

równania (*). Natomiast pozostala czesc rozwiazania, to znaczy funkcja

Ce2t+ (BH D) et,

jest rozwiazaniem równania jednorodnego. Wynik ten zgadza sie z wypowiedzianym powyzej
twierdzeniem.

Dla zapewnienia jednoznacznosci rozwiazania nalezy podac oprócz równania (1) dodatkowe
warunki na u(t). Przykladem warunków, które zapewniajajednoznacznosc,ajednoczesnie
istnienie rozwiazania, sa tzw. warunki poczatkowe Cauchyego.
Problem Cauchyego. Znalezc funkcjeu(t) spelniajaca równanie (1) oraz nastepujace warunki

poczatkowe:

u(O) = Po,11(0) = Pto ••• , U(,,-1)(0) = P.-l·

Przez odpowiedni dobór parametrów wystepujacych w ogólnym rozwiazaniu równania (1)
mozemy zawsze takie warunki spelnic, rozwiazujac n-równan z n-niewiadomymi.
Dla przykladu: Rozwiazaniem równania (*) spelniajacym warunkiu(O) = l, u'(O) = 3,11'(0) = S

.iest funkcja

u(t) = - _~+(Hl)et+ !_e2t•
2 2
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