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Doc. dr Piotr MANKIEWICZ

Jednym z istotnych brakow klasy funkciji ciaglych jest to, ze nie wszystkie takie funkcje mozna
rozniczkowag, a w szczegblnoéei rozniczkowaé wielokrotnie. Przyklady funkgji ciaglych nigdzie
nierdzniczkowalnych mozna np. znalei¢ w artykule R. Sikorskiego Zjazd SCFRZR («Deltay,
1974, nr 4). Z sytuacja taka matematycy, a takze ci wszyscy, ktérzy uzywaja aparatu
matematycznego w innych dziedzinach zycia, godzili sie doé¢ dlugo. Matematyey, ilekro¢ tylko
zachodzila taka potrzeba, po prostu zakladali, ze wystepujace w rozwazaniach funkcje sa
rozniczkowalne dostatecznie wiele razy, a funkcje pojawiajace sic w zastosowaniach matematyki
byly wystarczajaco wiele razy rézniczkowalne. Tak wige brak spolecznego zapotrzebowania
(tzn. zapotrzebowania ze strony pozamatematycznych dziedzin zycia) i — co tu ukrywaé —
lenistwo umysiowe matematykow spowodowalo, Ze cala ta sprawa utkngla w martwym punkcie.
I wszyscy byli zadowoleni, az tu nagle na scene¢ wkracza
FIZYKA KWANTOWA.
Swiat kwantow jest. ex definitione, éwiatem niecigglym. Rozpatrzmy nastepujacy przyklad. Niech
H{(r) bedzie ilodcig energii wypromieniowanej przez czasteczke A do chwili 7. Zalézmy, ze w chwili
fp = 0 czasteczka 4 wypromieniowala 1 kwant energii. Oto wykres funkcji H(z) (przy dodatkowym
zalozeniu, Ze ilos¢ energii wypromieniowanej do chwili 7, = 0 wynosi 0).
Funkeja H(r) nazywa si¢ funkcja Heaviside'a.
Nie byloby nic w tym zlego, gdyby nie pewne przyzwyczajenie fizykow. Mianowicie, w wypadku
kiedy jest mowa o przesylaniu energii, maja oni zwyczaj méwié o natezeniu przesylania energii
(np. natgzenie pradu elektrycznego). Wowezas, jezeli E(r) jest iloicia energii przeslanej do chwili 7,
a N(1) jest odpowiadajacym E(r) natezeniem w chwili ¢, to

f

Ee:)~E) = | No,

I
Oznacza to, Ze ilos¢ przeslanej energii od chwili £; do chwili 1, jest calka z natezenia w okresie
od 1, do ¢;. Jezeli funkcja E(r) jest rozniczkowalna, to oczywiscie E'(f) = N(1).
Metodg na grunt teorii kwantow przeniést P. Dirac. Nie troszezge sig o matematyczng
poprawnos¢, wprowadzil do mechaniki kwantowej funkcje 4(r) opisujaca natezenie przeplywu
energii dla H(r). O funkgji d(¢) zakladal, e spelniona jest rownosé

£
H(t:)— H(t) = \ 8(0)ar
t
dla kazdych 1, 1,.
Poslugujac si¢ ,,delta Diraca™ fizycy uzyskali wicle cennych wynikéw i stalo si¢ jasne, ze funkcja
ta jest bardzo wartosciowym narzedziem w fizyce kwantowej. Wszystko byloby bardzo proste,
gdyby nie fakt, Ze bez specjalnego wysilku mozna udowodnié, iz ,,delta Diraca™ nie istnieje!
Takiej funkciji po prostu nie ma. Fizycy konsekwentnie ignorowali ten fakt, nie interesuje ich
bowiem matematyczna poprawnos¢ rozwazan; najwazniejsza jest dla nich ,,fizyczna” poprawnosé
uzyskanych rezultatéw. Z drugiej strony, matematycy nie mogli dopuscié by fizycy uzywali,
z bardzo zresztg dobrym skutkiem, niedozwolonych matematycznych metod. Do nich zatem
nalezalo nastgpne posunigcie.
CZEGO POTRZEBOWALI FIZYCY?
Juz po pobieznej analizie zagadnienia stawalo sig jasne, Ze tak naprawde to w fizyce kwantowej
potrzebna jest mozliwos¢ jakiegos sensownego zrozniczkowania funkcji Heaviside'a. Od biedy
mozZna sig zgodzic, ze funkcja Heaviside'a jest pochodna funkcja cigglej
B = {0 dla <0,
dla > 0.

Tak wigc caly problem sprowadza si¢ do umozliwienia fizykom dwukrotnego zréiniczkowania
tej funkcji (tzn. A(r)). Z drugiej strony, wydaje sie rozsadnym przypuszczeniem, ze jezeli bedzie
mozna spelni¢ to zadanie, tj. podaé rozsadng interpretacje drugiej pochodnej funkciji (1), to
najprawdopodobniej postugujac si¢ ta sama technika, bedzie mozna podaé analogiczna inter sretacie
k-tej pochodnej dowolnej funkcji ciaglej.
Sytuacja dojrzala wigc do tego, by da¢ ogloszenie nastepuiacei tresci:
r— H] i ‘J HIRTETIATVEAY w ramach kierej kazda junkea % 2 ‘ | ‘Ill / %

ﬁ-| -UKIH jest meskorczenie wiele rozy rézniczkowalna =P DB UL [HRHL !
To si¢ nazywa zapotrzebowanic spoleczne! Na takie ogloszenie matematycy mogli odpowiedziec
tylko w jeden sposob. Mianowicie wziaé si¢ do opracowywania takiej teorii. Poniewaz jednak
trudno od razu powiedzie¢, jak mialaby ona (tzn. teoria rozniczkowania funkcji
nier6zniczkowalnych) wygladac, a konstruowanie takiej teorii metoda prob i bledoéw, nawet jezeli
daje si¢ ona skonstruowa¢, byloby bardzo nicefektywne, warto si¢ zastanowi¢, czy z
problemami podobnego typu zetkneli$my si¢ uprzednio; a jezeli tak to jak zostaly one rozwigzane.
W najogolniejszym sformulowaniu problem nasz wyglada nastepujaco:
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Rozwigzanie zadanin M 64, Rozpatrujemy
togaryimy przy dowolnei podstawie 1, np
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Maowimy, Ze ciag (fo(0). e v) Jest zbiezny
niemal jednostajnie do funkcji f(r),
jesli dia kazdego przedziatu
domknictego « — M, M i kazdej liczby
dodatniej ¢ istnicje taka liczba N, ze
D)= fir)| < = dla wszystkichne N

i wszysikich 1 €. — MM .

Dany jest pewien zbidr (tu: funkcji ciaglych) i pewna operacja (tu: rozniczkowanie), ktora jest
czasami, ale nie zawsze, wykonalna na elementach tego zbioru. Jak w sposob sensowny postapic,
by nasza operacja byla wykonywalna zawsze?

Teraz juz widaé, ze z problemami tego typu zetkneliSmy si¢ niejednokrotnie i, co wazniejsze,
zostaly one pomy$inie rozwiazane. Przyklad — dzielenie liczb calkowitych. Operacja dzielenia

jest nie zawsze wykonywalna w obrebie liczb calkowitych, a jednak daliSmy sobie z tym radg.
ZASADNICZA IDEA TEORII ,,NIEZAWODNEGO” DZIELENIA LICZB

CALKOWITYCH

1. Skonstruowalismy pewien zbiér — zbior liczb wymiernych. W zbiorze tym okreslilismy te

same dzialania co na liczbach calkowitych, tak jednak, by dzielenie bylo zawsze wykonalne.

2. Nastepnie kazdej liczbie catkowitej przyporzadkowaliémy odpowiednia liczbe wymierng
(podali$émy metode interpretacji liczb calkowitych jako liczb wymiernych), tak aby wyprowadzi¢
naste¢pujace

TwierDzeNIE. JeZeli jakies dzialanie arytmetyczne fest wykonalne na pewnych liczbach calkowitych

i jezeli wynik tego dzialania zinterpretujemy jako liczbe wymiernaq, to otrzymamy dokladnie 1o samo,
co w przypadku, gdy dane liczby calkowite najpierw zinterpretujemy jako liczby wymierne,

a nastepnie wykonamy odpowiednie dzialania na tych liczbach wymiernych.

3. Ostatecznie przyjelismy, ze wynikiem dzielenia dwoch liczb calkowitych jest liczba wymierna
bedaca wynikiem dzielenia odpowiadajacych tym liczbom calkowitym liczb wymiernych.
Wszystko to wydaje si¢ zbyt skomplikowane. W praktyce tak dalece oswoilismy si¢ z takim
wlasnie podejéciem, Ze nie rozrozniamy liczby calkowitej od odpowiadajacej jej liczby wymiernej,

i odwrotnie.

Oczywiscie matematycy pracujacy nad teorig rozniczkowania dowolnej funkgji ciaglej zauwazyli
opisane wyzej analogie i po pewnym czasie przedstawili kilka wersji takiej teorii. Teorig te

nazwali ,,teoria dystrybucji”’. Nizej opisana jest jedna z najbardziej elementarnych jej wersji
pochodzaca od J. Mikusinskiego i R. Sikorskiego. Nalezy podkreéli¢, ze podstawowa idea teorii
dystrybucji pokrywa si¢ w zasadzie z przedstawiong wyzej podstawowa ideg teorii liczb
wymiernych.

TEORIA DYSTRYBUCII. INTUICJE.

Dla uproszczenia zakladamy, ze wszystkie wystepujgce w naszych rozwazaniach funkcje sg
okreslone i ciagle na calej prostej rzeczywistej.

Na poczatku musimy zdefiniowa¢ zbior nazywany ,,zbiorem dystrybucji” oraz zawsze wykonalng
w tym zbiorze operacj¢ rozniczkowania (por. punkt 1 wyzej), z tym Ze to wszystko ma by¢

w zgodzie ze zdrowym rozsgdkiem ,,matematycznym”. Punktem wyjécia naszej konstrukcji bedzie
TwiERDZENIE. Dla kaidej funkcji cigglej f(1) istnieje ciqg (fi(t))s € x funkcji nieskorczenie wiele razy
rozniczkowalnych zbieiny do niej niemal jednostajnie.

Ustalmy teraz funkcje f(r) i niech (fa(1)). e » bedzie ciggiem funkcji, o jakim mowa w twierdzeniu.
Jezeli przyjmiemy, zeciag (f,(f))s e » odpowiada w pewnym sensie funkgcji f, to wypada tez zgodzi¢
sie z tym, iz ciag (/2 (1)), e », zloZony z k-tych pochodnych wyjsciowego ciagu, odpowiada k-tej
pochodnej funkgji f(#). Z drugiej strony dana funkcje /() mozna przedstawi¢ jako niemal
jednostajna granice roznych ciagébw funkcji nieskoriczenie wiele razy rézniczkowalnych. Zauwazmy,
ze z podobng sytuacjg zetkneliSmy sie w przypadku liczb wymiernych; liczbe calkowitg 1 mozna
przedstawic¢ za pomocg roznych ulamkoéw np. 1/1, 2/2, 3/3, itp. Trudnoéé t¢ ominglismy definiujac
liczb¢ wymierng jako klase wszystkich mozliwych jej przedstawiefi za pomoca ulamkow.

Wszystko to prowadzi do nastepujacych ustalen:

TEORIA DYSTRYBUCIJI. KONSTRUKCIJA.

Przez A oznaczmy zbidr zlozony z wszystkich ciagéw (/u(1)). e » funkcji nieskorczenie wiele razy
rozniczkowalnych, spelniajacych warunek: istnieje ciag funkcji (F,(r)), e » zbiezny niemal
jednostajnie do pewnej funkcji F(¢) oraz istnieje liczba calkowita nieujemna k taka, ze F(0(1) =
=filt)dlan=1,2 ....

Dystrybucjq wyznaczong przez ciag (fa(1))s e v € A bedziemy nazywali klasg tych wszystkich ciggow
(£4(1))s e v € A, ktOre spelniaja warunek: istniejg ciagi (F.(1))s e » i (Ga(?)). e & funkcji nieskorniczenie
wiele razy rozniczkowalnych i nieujemna liczba calkowita k takie, ze

(i) ciagi (F,(1))ne x | (G(r))s e » zbiegaja si¢ niemal jednostajnie do tej samej funkcji cigglej,

(i) F®(t) = f2(1) i GO(1) = go()dlan=1,2,....

Dystrybucj¢ wyznaczong przez ciag (fa(t))s « v bedziemy oznaczaé przez {(f,). « »>. Bez specjalnego
trudu mozna udowodni¢, ze w ten sposob rozbilismy zbiér 4 na rodzing podzbioréw roziacznych
nazywanych dystrybucjami.

Nalezy jeszcze zdefiniowaé operacje rozniczkowania dystrybucji. Regula rézniczkowania
dystrybucji jest prosta i naturalna. Mianowicie pochodng dystrybucji wyznaczonej przez cigg
(fa(1))a e n jest dystrybucja wyznaczona przez ciag (f}) (1)), e x. Operacje rozniczkowania dystrybucji
bedziemy oznacza¢ przez D (operacie k-krotnego rozniczkowania — przez D*). Latwo mozna
udowodnic, Ze jezeli ta sama dystrybucja jest wyznaczona przez dwa rdzne ciagi, to wynik
rozniczkowania dystrybucji nie zalezy od tego, ktory cigg bedziemy rozniczkowaé. W ten sposob
mamy juz za sobg najtrudniejszq czes¢ teorii (odpowiadajaca punktowi 1 dzielenia liczb
catkowitych).

Nastepnie kazdej funkcji ciaglej nalezy przyporzadkowac dystrybucje. Robimy to w taki sposob:
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Jezeli f(r) jest funkcia ciagla, to z zacytowanego wyzej twierdzenia wynika, Ze istnicje ciag funkcji
(fu(t))n & » nieskoriczenie wiele razy rozniczkowalnych zbiezny niemal jednostajnie do f(r).
Funkgji f(t) zatem przyporzadkowujemy dystrybucj¢ wyznaczong przez ten ciag, tzn. {(foae »).

I znowu dowodbzi sig, Ze niezaleznie od tego, jaki cigg takich funkcji zbiezny niemal jednostajnie
do f(r) wezmiemy, zawsze bedzie on wyznaczal t¢ sama dystrybucje. Dystrybucje te bedziemy
oznacza¢ przez {f). Jezeli funkcja f(r) jest k-krotnie rézniczkowalna, to mozemy napisaé wzor

@5 = DELf5.
Oznacza to, ze jezeli wezmiemy dystrybucj¢ wyznaczong przez k-ta pochodng funkgji f(r),
otrzymamy to samo, co rozniczkujac k razy (w sensie dystrybucji) dystrybucj¢ wyznaczona przez
S(t). W zwiagzku z tym mozemy uznad, ze dla kazdej funkcji ciaglej k-ta pochodna (dystrybucyjna)
dystrybucji wyznaczonej przez t¢ funkcje jest, w pewnym sensie, ,,namiastka” jej k-tej pochodnej.
Poniewaz dystrybucje moina rozniczkowaé dowolnie wiele razy, nasza teoria jest gotowa.
CZYM JEST NAPRAWDE DELTA DIRACA?
Jak juz powiedzielismy, delta Diraca miala by¢ namiastkg drugiej pochodnej funkcji
0 dla <0,
t dla r>0.
Jak zatem wyglada druga pochodna (w sensie dystrybucji) tej funkcji? Zgodnie z nasza teoria
nalezy najpierw znaleZ¢ ciag (h.(1)). « v funkcji nieskoriczenie wiele razy roézniczkowalnych zbieiny
niemal jednostajnie do A(r). Takim ciagiem jest np.

0 dla r=<0,

h(f]={

h(2) = !

e " da 1>0,
n=1,2,... Wtedy na mocy przyjetych definicji druga pochodna (dystrybucyjng) A(r) jest
dystrybucja D*{(h)se x> = {(h7)ee » ». Zgodnie z intencjami tworcow teorii, dystrybucja ta
mialaby odpowiadaé ,,mitycznej” delcie Diraca.
PODSUMOWANIE, czyli WSZYSTKO DOBRE CO SIE DOBRZE KONCZY. Tak wigc
matematycy wywigzali si¢ z postawionego przed nimi zadania i stworzyli teori¢ umozliwiajaca
rozniczkowanie kazdej funkcji ciaglej, w szczeg6lnosci za§ nadanie delcie Diraca matematycznie
poprawnego znaczenia. Po prostu nie jest ona funkcja (funkcja o takich wlasnosciach nie istnieje),
lecz jest dystrybucja.
Zostala jeszcze jedna rzecz do zrobienia. Nalezalo zapytac najbardziej zainteresowanych, tzn.
fizykow, czy teoria dystrybucji pasuje do ich rozwazan. Okazalo sig, ze tak, i to nawet bardzo
dobrze. W ten sposob ,,honor™ matematyki zostal ocalony, a fizycy mogli zrezygnowa¢ z rozwazan
o nie istniejacych funkcjach i zastapi¢ je po prostu rozwazaniami w ramach matematycznie
poprawnej teorii.
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¥ x. Redaguje mgr Andrzej Mgkowski

M 64. Udowodnié, ze dla liczb dodatnich x, y zachodzi nierOwnos¢

(e+y)*+Y > x% - pr.
Rozwiazanie na str. 7 W. Mnich
M 65. Funkcja charakterystyczna zbioru A nazywamy taka funkcje £, Ze f(x) = ldlaxe Aif(x) =0
dia x ¢ A. Dla jakich m prosta x = m jest osia symetrii wykresu funkcji charakterystycznej
zbioru liczb wymiernych W?
Rozwigzanie na str. 6 W. Mnich
M 66. Udowodnié, ze liczba przedstawien liczby naturalnej n w postaci sumy k skladnikoéw
naturalnych (k — ustalona liczba naturalna) jest rowna liczbie przedstawien liczby n w postaci
sumy dowolnej liczby skladnikéw naturalnych, z ktorych najwigkszy jest rowny k (dwu
przedstawien rézniacych sie tylko porzadkiem skladnikoéw nie uwazamy za rozne).

Rozwigzanie na str. 12 W. Mnich

Redaguje dr Andrzej Zieminski

F 22 Mamy do dyspozycji N jednakowych cegiel. Jak nalezy uloZy¢ cegly, jedna na drugiej, aby koniec
ostatniej z nich wystawal jak najdalej w poziomie poza podstawg cegly znajdujacej si¢ na spodzie.
Jednocze$nie cala konstrukcja nie powinna runaé pod wplywem wlasnego cigzaru. Jaka bedzie
% W odleglosé w poziomie pomigdzy skrajnymi ceglami?
J (Zadanie wydrukowane w Scientific American, listopad 1964, str. 128)
Rozwigzanie na str. 2

B8



