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U podstaw metod Monte Carlo leza dwa nastepujace twierdzenia:prawo wielkich liczbi centralne
twierdzenie graniczne.Pewne elementy tych twierdzen podane sa w podreczniku rachunku
prawdopodobienstwa dla szkól srednich (W. Szlenka) oraz w artykulach W. Szlenka w «Delcie»
(1974, nr 11 i 1975, nr. 2).
Mówiac o metodach Monte Carlo musimy zatrzymac sie chwile przy tych twierdzeniach. Pierwsze
z nich rozstrzyga o tym, ze uzyskany przez nas ciag kolejnych przyblizen szacowanej wielkosci
(np. liczby n w zadaniu Buffona z poprzedniego odcinka naszego serialu) jest zbiezny do
poszukiwanego przez nas rozwiazania. Drugie twierdzenie umozliwia udzielenie odpowiedzi na
pytanie, jak daleko jestesmy od rozwiazania, gdy wykonalismy juz okreslona, dostatecznie duza
liczbe eksperymentów.
Oba twierdzenia sa bardzo waznymi twierdzeniami w rachunku prawdopodobienstwa i statystyce
matematycznej, tak ze bez przesady mozna powiedziec, iz wiekszosc rezultatów tych teorii jest
konsekwencja wlasnie tych dwóch podstawowych twierdzen. Prawo wielkich liczb i centralne
twierdzenie graniczne to w istocie rzeczy caly zbiór róznych twierdzen; ograniczymy sie tu do
podania tylko naj prostszych wersji, przy czym - ze wzgl«du na interesujace nas zastosQwania
w metodach Monte Carlo - wiekszy nacisk polozymy na ich interpretacje niz na ich formalizm
matematyczny.
PRAWO WIELKICH LICZB sformulujemy najpierw w jego najprostszej postaci jako tzw. prawo
wielkich liczb Bernoulliego, ale podamy je w tzw. mocnej wersji. Rozpoczniemy od kilku uwag
na temat pewnych prawdopodobienstw geometrycznych. Przypominamy (por. «Delta» 1975,
nr 6), ze jezeliD jest kwadratem jednostkowym i 21 rodzina takich podzbiorów zbioruD, które
maja pole, to prawdopodobienstwo P(A) zbioru A e 21jest równe polu tego zbioru. Usunmy
teraz pewien punktx z rozwazanego kwadratu. Oczywiscie pole zbioruD- {x} jest nadal równe
jednosci, a wiec równiezP(D- {x}) = l. Wiecej nawet: okazuje sie, ze jezeli zD usuniemy
przeliczalna liczbe punktówXl, X2, ••• , to prawdopodobienstwo pozostalego zbioru jest równe l:

P(D- {X1o X2, ••• }). = l.

Czytelnik, który dobrze rozumie mierzenie pól (dlugosci, objetosci itp.), nie widzi w tym nic
zaskakujacego. Nieco natomiast zaskakujaca moze byc interpretacja z punktu widzenia rachunku
prawdopodobienstwa. Usunmy mianowicie z kwadratuD wszystkie punkty, których obie
wspólrzedne sa liczbami wymiernymi (a wiec przeliczalna liczbe punktów), i oznaczmy przez
Dnlewym pozostala czesc zbioruD. Zbiór D staje sie w ten sposób kwadratem-"sitem", w którym
jest nieskonczenie wiele "dziur". Rzucmy losowo punkt na zbiórD. Prawdopodobienstwo, ze
wpadnie on do zbioruDnlewym (a wiec, ze nie przeleci on przez to sito) jest równe jednosci,
chociaz zdarzenie polegajace na zatrzymaniu sie punktu na sicie nie jest wcale zdarzeniem pewnym.
Skonstruowalismy w ten sposób zdarzenie, które nie jest identyczne ze zbiorem wszystkich zdarzen
elementarnych, ale którego prawdopodobienstwo jest równe jednosci.
Po tych uwagach mozemy przystapic do sformulowania zapowiedzianego mocnego prawa wielkich
liczb Bernoulliego:
Niech s. bedzie liczba sukcesów w n pierwszych próbach nieskonczonego ciagu prób Bernou//iego,
z których kazdaz prawdopodobienstwem p konczy sie sukcesem. Prawdopodobienstwo zdarzenia
losowego
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jest równe jednosci.
Czytelnik, który dobrze przemyslal uwagi o prawdopodobienstwie geometrycznym, poprzedzajace
sformulowanie tego twierdzenia, z latwoscia zrozumie nastepujaca interpretacje tego wyniku:
jezeli bedziemy realizowali nieskonczony ciag prób Bernoulliego, to byc moze obserwowana przez
nas czestoscs./n sukcesów nie bedzie zbiezna do prawdopodobienstwap sukcesu, ale liczba
takich zdarzen jest tak znikoma w porównaniu z liczba wszystkich mozliwych zdarzen, ze taka
sytuacja moze zaistniec tylko z prawdopodobienstwem rów,nym zeru.
Matematycy uzywaja w tym wypadku nastepujacej terminologii:"w prawie kazdym ciagu prób
Bernoulliego czestoscsn/n dazy dop" albo "ciag sn/n prawie na pewnodazy dop", przy czym
w obu ostatnich zdaniach mowa jest o tak zwanej zwyklej zbieznosci, dobrze znanej w elementarnej
matematyce (dla kazdegoli > O istnieje takie N, ze dla kazdegon> N mamy Is./n-pl < li).
W metodach Monte Carlo (i w innych zastosowaniach teorii prawdopodobienstwa) korzysta sie
najczesciej z troche ogólniejszej postaci tego prawa. Zauwazmy mianowicie, ze w wielu sytuacjach
wynik eksperymentu to nie tylko jedno z dwóch mozliwych zdarzen, jak w rzucie moneta lub
rzucie igla Buffona. Juz przy rzucie kostka mozemy otrzymac jedna z szesciu kolejnych liczb
naturalnych, a ogólnie wygodnie jest opisywac wynik eksperymentu za pomoca odpowiedniej
zmiennej losowej. Wtedy ciag eksperymentów prowadzi do ciaguXl' X2, ••• Xn, ••• zmiennych
losowych. Mocne prawo wielkich liczb w tym przypadku brzmi:jezeli wszystkie zmienne losowe
Xl> X2, ••• , X., ... sa niezalezne, maja taki sam rozklad i wartosc oczekiwana równa p, to
z prawdopodobienstwem równym jednosci

n

lim ~ ~Xl= p.11-+00 n ~.
1=1

Nasze nadzieje na to, ze szacujac interesujace nas wielkosci za pomoca serii eksperymentów
statystycznych otrzymujemy to, o co nam chodzi, uzasadnione sa wlasnie tym twierdzeniem.
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