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Buffon rozwiazywal to zadanie rzucajac n razy igla na stél i zliczajac liczbg k tych przypadkéw,
il
w kiorych igla przecigla ktoras z linii. Otrzymat wynik p = - Zapiszmy wzor (1) w postaci
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Jezeli teraz po prawej stronie wzoru (2) wpiszemy zamiast p oszacowanie tej wielkosci P = 7
i jezeli potraktujemy (2) jako okreslenie liczby 7, otrzymamy oszacowanie 7 tej wiasnie liczby

- 2in

(3) = T
Znajac /, L i dysponujgc oszacowaniem p prawdopodobiefistwa p uzyskamy oszacowanie
znanej skadinad liczby =!
Eksperyment Buffona byl wielokrotnie powtarzany i uzyskiwano zadziwiajaco dobre wyniki.
Niech Czytelnik zechce sam sprawdzi¢ taki sposob szacowania liczby z. Uzyskany wynik mozna
poréwnac z bardzo dokladnym przyblizeniem & = 3,141592653589793... (liczbg = z dokladnoscia
do 100 000 cyfr po przecinku znalez¢ mozna w pracy Shanksa i Wrencha Calculation of = to
100 000 decimals, opublikowanej w czasopi$mie «Mathematical Computer», 16 (1962), 76-99).
W zwigzku z tym sposobem rachowania nasuwa sie kilka pytafi:

A

1) Czy zawsze oszacowanie p, jest zbieine z szacowana wielkoscia p, gdy n — 0 7. 2) Jaka jest
doktadno$¢ oszacowania, tzn. co mozna powiedzie¢ o wielkosci roznicy |pa—p|?

Na pytania te postaramy si¢ odpowiedzie¢ w kolejnych artykulach poswigconych metodom
Monte Carlo. Wyjasnijmy w nich oczywiscie rowniez, skad bierze si¢ nieco niezwykla nazwa
,»metoda Monte Carlo” dla takiego sposobu rachowania. Podamy przyklady zadan, ktore
rozwiazuje si¢ tymi metodami, Opowiemy réwniez o tym, jak mozna opisanc wyzej eksperymenty
przeprowadza¢ na komputerze; okazuje sig, Ze wspolczesny komputer moze ,,wykonaé” dziesiatki
tysiecy rzutéw moneta w ciggu sekundy, a takie liczby eksperymentéw dajg juz zwykle
dostatecznie dokladne oszacowania poszukiwanych wielkosci. Chetnie rowniez odpowiemy na
pytania Czytelnikoéw dotyczace omawianych metod Monte Carlo.

Dr Tadeusz B. ININSKI

Konflikt intereséw nie zawsze polega na tym, ze w kazdym jego rozstrzygnieciu
jedna strona moze zyska¢ dokladnie tyle, ile druga musi stracié. Rokowania
handlowe sa przykladem gry, w ktdrej Zadna ze stron nie ma zamiaru tracié;
konflikt intereséw polega na tym, Ze kazda ze stron chce zyskaé jak najwiecej.
Rozwazany w poprzednim odcinku ,,Sztuki wygrywania™ («Delta», 1975, 5)
dylemat wigZnia byt przykiadem konfliktu, w ktérym zadna ze stron nic nie moze
zyska¢, a kazdy z graczy dazy do tego, by stracié jak najmniej. Modelami
sytuacji tego typu sa

to znaczy gry, w ktorych wyplaty obu graczy odpowiadajace okreslonym wyborom
strategii nie musza dawa¢ w sumie zera. Gry tego rodzaju opisujemy przy pomocy
,»macierzy wyplat”, ktérej elementami s pary liczb: wyplaty obu graczy
odpowiadajgce parze wybranych przez nich strategii. Pierwsza liczba takiej pary
oznacza wyplate gracza I, druga — wyplate gracza II. Jak juz pokazywalismy
(dylemat wigZnia), w grach tego rodzaju kierowanie si¢ zasada maksymalizacji
wlasnego zysku bez ogladania si¢ na partnera prowadzi czasem do wynikéw,
ktére sq w gruncie rzeczy najgorsze z mozliwych. W grze opisanej podang obok
s»macierzg wyplat” gracze postugujacy si¢ taka zasada wybiora oczywiscie parg
strategii (B,B) — i bardzo na tym stracg. [Kto to lubi, moze tej grze przypisaé
nast¢pujaca fabulg: w miasteczku sa dwie male piekarnie, ktérych wilasdciciele
bardzo si¢ nie lubig i unikaja jakichkolwiek kontaktéw. Strategia B oznacza
decyzje¢ o wyprodukowaniu samych bulek, strategia C — samego chleba. Ze
wzgledow technicznych zadna z piekarni nie moze tej samej nocy wypiekaé

i bulek, i chleba. Jesli obie rzucg na rynek bulki, zysk netto kazdej z nich wyniesie
po 1J (J = jednostka obliczeniowa). Jesli kazda z nich wyprodukuje co innego,
zysk na wypieku chleba wyniesie 5J, natomiast produkcja bulek da tylko zwrot
kosztéw: zysk netto wyniesie 0J. Jesli obie wyprodukuja chleb, zarobia po 2J].
Wystapmy wobec graczy w roli arbitra — bezstronnego sedziego, na ktérego
zdanie zdaja si¢ obaj bez zastrzezen. Co mozemy doradzi¢? Jedno wyjscie jest
oczywiste: jesli obaj zgodza si¢ stosowaé systematycznie czysta drugg strategie,
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to w rezultacie obaj zyskaja. Czy jednak rozsadny arbiter nie moZe zaproponowaé
korzystniejszego wyjscia?

Zastanowmy sig, co by bylo, gdyby obaj gracze zacz¢li stosowaé strategie mieszane,
jednak w sposéb calkowicie losowy. [W interpretacji piekarniczej oznaczaloby to,
2e kazda piekarnia zmienia rodzaj produkowanego pieczywa, ale nie uzgadnia

tych zmian z firma konkurencyjna].

Zalézmy, ze I stosuje strategi¢ B z czgstodcia p, a strategig C — z czgstoscia | —p;
gracz II natomiast stosuje B z cz¢stoscia g, a C — z 1 —gq. JeSli przez x(p, q)
oznaczymy przeci¢tng wyplate gracza I odpowiadajaca zastosowaniu przez nich
takich mieszanek, a przez y(p, ) — odpowiednig przeci¢tna wyplate gracza II, to

" (x(p, 9), y(p, 9)) = pq(1,1) +p(1—¢)(5,0) +4¢(1—p)(0,5) + (1 —p)(1 —¢)(2,2),
skad
x(p, q) = 3p—29—2pq+2,

¥(p.q) = 3¢—2p—2pq +2,
gdzie 0 < p < 1, 0 < ¢ < 1. W interpretacji geometrycznej para (p, ¢) jest
dowolnym punktem kwadratu jednostkowego K(zob. rys.), natomiast
odpowiadajaca jej para (x(p, q), ¥(p, g)) — dowolnym punktem obszaru W w prawej
czgSci rysunku. Zbiér W nazywa si¢ niekooperacyjnym obszarem wyplat dane;j gry.
Dla uruchomienia wyobrazni: obszar W powstaje z kwadratu K przez zagiecie
rogu wzdluz kolorowe;j linii e oraz symetrie i takie rozciagniecie otrzymanego
pieciokata, by obrazami punktow 4, B, C, D, E i F w K byly oznaczone tak samo
punkty obszaru W; obrazem e jest narysowana kolorem krzywa e stanowigca
czeéé brzegu W. Odcinek e jest podzbiorem prostej o réwnaniu

1
P+Q’='§.

Jesli (w roli arbitra) uwaznie przyjrzymy si¢ rysunkowi, to z latwoscia dojdziemy
do wniosku, Ze mozemy graczom proponowac takie tylko pary strategii mieszanych,
ktore leza na odcinku e. Kazda taka para daje bowiem kazdemu graczowi nie
mniej, niZ jest on w stanie zapewnié sobie sam, a przy tym dla kazdej wyplaty
odpowiadajacej takiej parze nie mozna podac w zbiorze W wyplaty, ktéra bylaby
lepsza dla obu graczy jednocze$nie. Ktora jednak z takich par strategii
zaproponowac? Tu mozna posluzy¢ si¢ zasada symetrii: gra jest jednakowa

z punktu widzenia kazdego z graczy. Nie widaé¢ wigc Zadnego powodu, by
rozstrzygnigcie arbitrazowe faworyzowalo ktoregokolwiek z nich — proponujemy
wige, aZeby katdy z nich stosowal strategie mieszana (1/4, 3/4), tzn. przecietnie raz

na cztery gry stosowal B. Wtedy p = ¢ = %oraz

11 11\ 1 3 3 9 i
x(1'1)=y(1'4) ie 1t gg Vg Vg 2 =%%

i kazdy z nich, wygrywajac czasem 0, czasem 1, czasem 2 i czasem 5
(z odpowiednimi czgstosciami), zarobi przecigtnie 2-;-. [Nasi piekarze moga wiec,

unikajac jakichkolwiek pertraktacji i uzgodnien, zapewni¢ sobie $rednio okolo
2,137, jesli tylko zaufaja arbitrowi i bedg losowo zmieniaé rodza.j pieczywa, tak
aby przeciqtmc 25/ ich wyrobéw stanowity bulki]. Okazuje si¢ jednak, Ze
proponujac to rozwigzanie jeszcze nie wywmzahsmy sie z roli arbitra najleple_],
mozemy bowiem zaproponowaé rozwiazanie, ktdre kazdemu z graczy przyniesie

wigkszg niz 2-§—przecigtna wygrang. Zobaczmy bowiem, co by bylo, gdyby

zaproponowac¢ takie rozwiazanie, w ktérym zmiany strategii poszczegdlnych graczy
83 uzgodnione: stosowane przez nich strategie mieszane nie sa niezalezne.
Przypu§émy, ze zaproponowali§my nastepujgce rozwiazanie: gracz I stosuje
strategie B z czestoscia p, gracz II stosuje strategie B z czestoscia 1—p i przy tym
zawsze strategie ich sg rozne. W takiej sytuacji wyplata przecigtna gracza I
wyniesie

P0+(1-p):5 = 5—3p,
a wyplata gracza II

(I=p)-0+p-5=35p.

Widac wiec, Ze wyplaty przecigtne ukladaja si¢ na odeinku laczacym punkty (5,0)
i (0,5) na rysunku obok, a wiec le2a poza zbiorem W1
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Zob. artykul o zbiorach wypuklych, str, 3,

| 4 . — N .
Jeslip < 3 lub p > 5 to propozycja taka bedzie nie do przyjecia dla jednego

z graczy: bedzie mu dawala mniej, niz sam jest sobie w stanie zapewni¢ (tzn.
i s 1

mniej niz 1). Dla p e < 505

sensie, ze daje kazdemu z graczy nie mniej, niZ jest sam w stanie sobie zapewnié,

i nie istnieje propozycja lepsza jednoczesnie dla obu z nich. Ponadto, wspomniana

> kazda taka propozycja jest optymalna w tym

wyzej zasada symetrii nakazuje przyjac p = ;— . Taka propozycja nie faworyzuje
zadnego z graczy i jest dla kazdego z nich lepsza niz poprzednio zaproponowane

s ; . ; . ; 1
rozwigzanie arbitrazowe; zapewnia kazdemu $rednia wygrana wynoszaca 2 7"

[Nasi piekarze winni wigc np. codziennie zmieniaé gatunek pieczywa — w taki
jednak sposéb, by jeden piek! butki wtedy i tylko wtedy, gdy drugi piecze chleb.
Oznacza to, Ze nawet z czysto ekonomicznego punkiu widzenia powinni odrzucié

w kat niechgei i nawigzaé pewna wspdlprace].

Czy na tym koniec? Tyle razy ulepszaliSmy proponowane rozstrzygnigcie
arbitrazowe, ze moZna watpic, czy i podanego ostatnio nie da si¢ poprawié. Chcac
wywigzaé si¢ w pelni z roli arbitra musimy to sprawdzi¢. Wiemy juz, Ze przy

w pelni niezaleZnym stosowaniu strategii mieszanych uzyskujemy wyplaty
wypelniajace nickooperacyjny obszar wyplat. Wiemy tez, Ze odrzucajac warunek
niezalezno$ci mozemy otrzymywacé wyplaty spoza tego obszaru. Zbadajmy wiec,

jaki jest zbior W, wszystkich mozliwych wyplat odpowiadajacych niekoniecznie ;
niezaleznym strategiom mieszanym. Zbi6r ten nazwiemy kooperacyjnym obszarem
wyplat,

W tym celu zauwazmy przede wszystkim, Ze do kooperacyjnego obszaru wyplat
bedzie nalezala kazda para wyplat postaci

{*) (xs .V) = al(lsl)+a2(590)+a3(025)+"24(2=2)9

gdzie o, +a;+a3+ay = 1 i wszystkie o; sa nieujemne. Rzeczywidcie, réwnosé (*)
oznacza, 2e X 1 y s3 wyplatami oczekiwanymi przez graczy przy realizacji
nastepujacej umowy: ,,Z czestoscia &, obaj stosujemy B; z czestoscig a, gracz I
stosuje C, a gracz II stosuje B; z czgstodcig «, I stosuje B, a Il -— C: w pozostalych
przypadkach (tzn. z czgstoscig a,) obaj stosujemy C”.

Poniewaz za$ kazda umowa o uzgodnieniu strategii musi by¢ tej postaci, to

wynika stad, ze réownosci postaci (*) opisuja wszystkie pary wyplat nalezace

do W,. Z drugiej strony réwnos¢ (*) oznacza, ze wyplata (x, y) nalezy do
uwypuklenia zbioru ztoZonego z czterech par wyplat odpowiadajacych zastosowaniu
przez obu graczy strategii czystych. Poniewaz za$§ kazda para wyplat za
zastosowanie strategii czystych nalezy rowniez do niekooperacyjnego obszaru
wyplat W i uwypuklenie W musi zawiera¢ w sobie uwypuklenie kazdego swego
podzbioru, to

") W, Cconv W,

gdzie conv W oznacza uwypuklenie zbioru W.

Zauwazmy jeszcze, ze je§li dwa punkty (x,, y,) oraz (x,, y;) nalezy do
niekooperacyjnego obszaru wyplat, to caly odcinek laczacy te punkty nalezy do
kooperacyjnego obszaru wyplat W,. Wynika to z prostego przeliczenia. Jesli
bowiem (x, y) jest punktem tego odcinka, to istnieje liczba 1 € €0, 1) taka, ze

(x, ) = t(xy, y)+(1=1)(x3, y2).
Jesli wige zalozymy, Ze (x;, ;) jest wynikiem niezaleznego stosowania strategii
mieszanych (p;, 1 —p;) gracza I oraz (g, 1 —¢;) gracza Il (i = 1, 2), to
(x1,71) = p1 4:(1,1) +p,(1-4,)(5,0) + (1 =), (0,5 + (1 —p,) (1 -4,)(2,2) =
= ay(1,1) +a,(5,0) + a5(0,5) + 24(2,2),
gdzie o; = p, g, itd. Wyplate (x,, y,) mozna analogicznie zapisa¢ w postaci

(x2, ¥2) = B1(1,1) +£2(5,0)+B1(0,5) +£4(2,2).
Stad

(x, ») = [re, + (1 =B J(1,1) + [ta; + (1 =1)B,)(5,0) + [t +(1—-1)p;31(0.5)+
+[toa+(1—1)B2.2).
Poniewaz za$ o, +o, +oas+a, = 1 = 8, +p,+ps+pP, (prosze to sprawdzic), to
rownieZ suma liczb w nawiasach kwadratowych jest jedynka, wynosi bowiem
t(ay +os+ost+a)+(1—1) (B +p2+83+B:) = t+(1-1),
i wobec tego

(x, ) e W,;



punkt (x, y) nalezy do kooperacyjnego obszaru wyplat. Wynika stad, ze
(***) conv W W,.
Z zawieran (**) i (***) wnioskujemy, Ze

conv W = W,,

i otrzymujemy nastgpujace twierdzenie;

Kooperacyjny obszar wyplat jest uwypukleniem niekooperacyjnego obszaru wyplat.
Jest ro przy tym zbior wszystkich wyplat mozliwych do uzyskania w danej grze.

Z twierdzenia tego wynika, Ze podane przez nas ostatnie rozwigzanie arbitrazowe
jest w istocie najlepszym z mozliwych do zaproponowania.

[Gdyby piekarze znali to twierdzenie, to nie musieliby uciekac si¢ do arbitrazu,
Kazdy z nich mogltby sobie obliczyc, ze najlepsze rozwiazanie, jakie moze
zaproponowac najlepszy nawet arbiter, to zastosowanie uzgodnionej strategii

,»(B, C) z czgstoscig a, = - oraz (C, B) z czgstoscia a3 = 5 1 wyciagnaé stad
wnioski praktyczne: podja¢ rokowania, uzgodnic, Ze stosujq t¢ wlasnie strategie,

i ustali¢ sposdb jej realizacji).

Dr Jan A. GAJ

Proponuje Wam dzisiaj wycieczke na peryferie fizyki, ku jej granicom z naukami
o organizmach zywych. Spacer to niewatpliwie zdrowy w czasach, gdy waska
specjalizacja zaczyna stanowi¢ realne niebezpieczenstwo dla swobody mysli
tworczej naukowca. Prawo Webera—Fechnera zajmuje si¢ zwigzkiem migdzy
wrazeniem W a wywolujgcym je bodZcem B. Zauwazmy od razu, Ze nie bedzie
to zalezno§¢ liniowa: te same przyrosty bodzca dadzg rézne efekty w zaleznoSci
od wielkosci bodZca juz dzialajacego; nagroda pienigzna wysokosci np. 1000 zt
zrobi zupelnie inne wraZenie na przecigtnym studencie niz na dyrektorze fabryki.
Aby przejs¢ do konkretéw, sformulujemy rozwazane prawo w sposob nastgpujgcy:
Wrazenie W wywolane bodZcem B jest proporcjonalne do logarytmu wielkosci
bodZca. Wzorem zapiszemy to tak:

W=A Iog.‘;i. (1)
0

Nalezy jeszcze doda¢ uzupelnienie, ze dla B < B, wzdr (1) zastgpujemy réwnoscia
W = 0 (wrazenie nie moze by¢ ujemne). Widac juz, ze B, jest progows wartoScig
bodzea — bodziec musi przewyzszaé B,, aby wywola¢ jakiekolwiek wraZenie. Na
przykiad ucho ludzkie nie styszy dZzwigkow o cisnieniu akustycznym ponizej
pewnej wartosci. Styszg juz, jak zwolennicy ,,czystej fizyki” mowia z pogarda:

A jednak wrazenie da si¢ mierzy¢, jak kazda ,,przyzwoitg’ wielkos¢ fizyczna.
Zauwazmy przede wszystkim, Ze mamy znakomita naturalng jednostke: najmniejszy
zauwazalny przyrost wrazenia. Ogladajac po kolei dwa Zrédla swiatla kazdy

potrafi powiedzie¢, czy uwaza je za §wiecace rownie jasno, czy teZ jedno $wieci
jasniej od drugiego. Po to, Zzeby rdznica jasnoSci dala si¢ zauwazaé, nie moze byé
dowolnie mata, lecz musi przewyzsza¢ pewng minimalng warto$¢. Zaréwno
istnienie progu czulosci naszych zmystow, jak i podana wyZej wlasnosé
,,kwantowania” wrazen wynikaja z budowy systemu nerwowego: przekazywanie
informacji nie odbywa si¢ w nim jak w sieci telefonicznej, gdzie sygnal moze byé¢
silniejszy lub slabszy, ale na zasadzie ,,wszystko albo nic”” — nerw pobudzony za
stabo nie przekazuje w ogole sygnalu, jesli natomiast pobudzi¢ go silniej,
przekazuje sygnat o wielkosci standartowej, niezaleznej od sily pobudzenia.

Tu mozna zapytac: Jak wiec potrafimy odrozniaé bodZce silniejsze od slabszych?
Zastanowcie si¢ sami.

Mamy juz jednostke — nazwijmy ja NP. Teraz trzeba poda¢ metod¢ pomiaru
wrazenia wywolanego np. przez okreslony dzwigk. Oczywiscie jesli nic nie styszymy,
W = 0. Wytwarzamy teraz najslabszy styszalny dZzwigk. WraZenie wyniesie wtedy
W = 0+NP = NP. Z kolei wytwarzamy najstabszy dzwigk, o ktorym mozemy
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