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Jezeli teraz po prawej stronie wzoru (2) wpiszemy zamiastp oszacowanie tej wielkoscifJ n
i jezeli potraktujemy (2) jako okreslenie liczby n, otrzymamy oszacowanien tej wlasnie liczby

Buffon rozwiazywal to zadanie rzucajac n razy igla na stól i zliczajac liczbek tych przypadków,
k

w których igla przeciela któras z linii. Otrzymal wynikp = -. Zapiszmy wzór (1) w postacin

A 2/n
(3) n = kL .

Znajac /,L i dysponujac oszacowaniemfJ prawdopodobienstwa p uzyskamy oszacowanien
znanej skadinad liczby1t!
Eksperyment Buffona byl wielokrotnie powtarzany i uzyskiwano zadziwiajaco dobre wyniki.
Niech Czytelnik zechce sam sprawdzic taki sposób szacowania liczby n. Uzyskany wynik mozna
porównac z bardzo dokladnym przyblizeniemn = 3,141592653589793 ... (liczbe n z dokladnoscia
do 100000 cyfr po przecinku znalezc mozna w pracy Shanksa i WrenchaCalcu/ation o/n to
100000 decima/s,opublikowanej w czasopismie cCMathematical Computen>, 16 (1962), 76--99).
W zwiazku z tym sposobem rachowania nasuwa sie kilka pytan:
l) Czy zawsze oszacowaniefJ. jest zbiezne z szacowana wielkosciap, gdy n -+ oo? 2) Jaka jest
dokladnosc oszacowania, tzn. co mozna powiedziec o wielkosci róznicylp._pl?
Na pytania te postaramy sie odpowiedziec w kolejnych artykulach poswieconych metodom
Monte Carlo. Wyjasnijmy w nich oczywiscie równiez, skad bierze sie nieco niezwykla nazwa
"metoda Monte Carlo" dla takiego sposobu rachowania. Podamy przyklady zadan, które
rozwiazuje sie tymi metodami. Opowiemy równiez o tym, jak mozna opisane wyzej eksperymenty
przeprowadzac na komputerze; okazuje sie, ze wspólczesny komputer moze "wykonac" dziesiatki
tysiecy rzutów moneta w ciagu sekundy, a takie liczby eksperymentów daja juz zwykle
dostatecznie dokladne oszacowania poszukiwanych wielkosci. Chetnie równiez odpowiemy na
pytania Czytelników dotyczace omawianych metod Monte Carlo.

Sprostowanie

W numerze majowym Delty do artykulu
o.Ciezkie jony" dr K. Siwek-Wilczyrhkie;j
7akradly sie z winy redakcji tu)' powazne
bledy. Zdanie "Ogólem wyprodukowano tam
okolo 30 nieznanych przedtem nlJklidów
lekkich pierwiastków o skrajnie "nadmillrowei"
zawartosci nukleonów. 'o powinno hyc
Jaslapione przez ,danie: "Ogólem
wyprodukowano lam okolo 30 nieznanych
przedtem nuklidów bedacych skrajnie
nculrono-Jladmiarowymi izotopami lekkich
pierwiastków." 7danic: .•Obliclcnia lcorclyclne
sugeruja mianowicie, Le nuklidy posjad~ljace
okolo 114 i wiecej protonów iokolo 184i wiecej neutronów po\"inny charakteryzowac
~je '''yjatkowa stubdno~cia jadrowa \\. slOs.unku
do Jluklidó~' s.asiednich.H powinno hyc
:t3stapione prTcz "danie: ,.ObJiczenia
teoretyczne "ingeruja mianowic~e) i.cnuklid)
posiadajace okolo 114 protonów i okolo
184neutronów p('lv.-inny charaldcryun\ ac ••i~
wyjatkowa 'dahiln('lki:j jadrow~ ,\ <;to'qlf\ku
do '\asicdnich ntJUid<lw "
Zdanie: "Nalezy oCJekiwac, 7.e dwa jadra
uranu w ogóle nie moga ulec fuzji, gdyz
potencjal wzajemnego oddzialywania jest juz
prawdopodobnie dodalni (co odpowiada
odpychaniu) w calym zakresie wzglednych
odleglosci." powinno byc :.tastapione przez
zdanie: "Nalezy oczekiwac. 'ic dwa jadra uranu
w ogÓle nie moga ulec fuzji, gdy;i potencjal
wzajemnego oddzialywania jest
prawdopodobnie odpychajacy w calym
za.kresie wzglednych Qdlegloki."
Bardzo pr7.Cpra~lamy ..\ulorke i C7ylelnikbw.

Sztuka wygrywania Dr Tadeusz B. IWINSKI

~~macic:nQ9 gry 2 x 2 o sumie zerowej

(S, -so, o -2, 2)l, -1

Konflikt interesów nie zawsze polega na tym, ze w kazdym jego rozstrzygnieciu
jedna strona moze zyskac dokladnie tyle, ile druga musi stracic. Rokowania
handlowe sa przykladem gry, w której zadna ze stron nie ma zamiaru tracic;
konflikt interesów polega na tym, ze kazda ze stron chce zyskac jak najwiecej.
Rozwazany w poprzednim odcinku "Sztuki wygrywania" (<<Delta»,1975, 5)
dylemat wieznia byl przykladem konfliktu, w którym zadna ze stron nic nie moze
zyskac, a kazdy z graczy dazy do tego, by stracic jak najmniej. Modelami
sytuacji tego typu sa

B C

B (1.1 S,O)C O,S 2,2

••macierz" gry 2 x 2 o sumie niezerowej

to znaczy gry, w których wyplaty obu graczy odpowiadajace okreslonym wyborom
strategii nie musza dawac w sumie zera. Gry tego rodzaju opisujemy przy pomocy
"macierzy wyplat", której elementami sa pary liczb: wyplaty obu graczy
odpowiadajace parze wybranych przez nich strategii. Pierwsza liczba takiej pary
oznacza wyplate graczal, druga - wyplate gracza II. Jak juz pokazywalismy
(dylemat wieznia), w grach tego rodzaju kierowanie sie zasada maksymalizacji
wlasnego zysku bez ogladania sie na partnera prowadzi czasem do wyników,
które sa w gruncie rzeczy najgorsze z mozliwych. W grze opisanej podana obok
"macierza wyplat" gracze poslugujacy sie taka zasada wybiora oczywiscie pare
strategii (B,B) - i bardzo na tym straca. [Kto to lubi, moze tej grze przypisac
nastepujaca fabule: w miasteczku sa dwie male piekarnie, których wlasciciele
bardzo sie nie lubia i unikaja jakichkolwiek kontaktów. Strategia B oznacza
decyzje o wyprodukowaniu samych bulek, strategia C - samego chleba. Ze
wzgledów technicznych zadna z piekarni nie moze tej samej nocy wypiekac
i bulek, i chleba. Jesli obie rzuca na rynek bulki, zysk netto kazdej z nich wyniesie
po lJ (J= jednostka obliczeniowa). Jesli kazda z nich wyprodukuje co innego,
zysk na wypieku chleba wyniesie 5J, natomiast produkcja bulek da tylko zwrot
kosztów: zysk netto wyniesie OJ.Jesli obie wyprodukuja chleb, zarobia po 2J].
Wystapmy wobec graczy w roli arbitra - bezstronnego sedziego, na którego
zdanie zdaja sie obaj bez zastrzezen. Co mozemy doradzic? Jedno wyjscie jest
oczywiste: jesli obaj zgodza sie stosowac systematycznie czysta druga strategie,



to w rezultacie obaj zyskaja. Czy jednak rozsadny arbiter nie moze zaproponowac
korzystniejszego wyjscia?
Zastanówmy sie, co by bylo, gdyby obaj gracze zaczeli stosowac strategie mieszane,
jednak w sposób calkowicie losowy. [W interpretacji piekarniczej oznaczaloby to,
ze kazda piekarnia zmienia rodzaj produkowanego pieczywa, ale nie uzgadnia
tych zmian z firma konkurencyjna].
Zalózmy, ze I stosuje strategie B z czestosciap, a strategie C -- z czestoscia 1-p;
gracz II natomiast stosuje B z czestosciaq, a C - z l-q. Jesli przezx(p, q)
oznaczymy przecietna wyplate gracza I odpowiadajaca zastosowaniu przez nich
takich niieszanek, a przezy(p, q) - odpowiednia przecietna wyplate gracza II, to

(x(P, q),y(P, q»= pq(1,l) +p(1-q)(5,0)+q(1-p)(0,5)+(1-p)(1-q)(2,2),
skad

a wyplata gracza II

x(p, q) = 3p-2q-2pq+2,

y(p,q) = 3q-2p-2pq+2,

gdzie O ~ p ~ l, O ~ q ~ l. W interpretacji geometrycznej para(p, q) jest
dowolnym punktem kwadratu jednostkowegoK(zob. rys.), natomiast
odpowiadajaca jej para(x(P, q), y(p, q» - dowolnym punktem obszaruW w prawej
czesci rysunku. ZbiórW nazywa sieniekooperacyjnym obszarem wyplatdanej gry.
Dla uruchomienia wyobrazni: obszarW powstaje z kwadratuK przez zagiecie
rogu wzdluz kolorowej liniie oraz symetrie i takie rozciagniecie otrzymanego
pieciokata, by obrazami punktówA, B, e, D, E i F w K byly oznaczone tak samo
punkty obszaruW; obrazeme jest narysowana kolorem krzywae stanowiaca
czesc brzeguW.Odcinek e jest podzbiorem prostej o równaniu

p'O+(I-p)'S = 5-5p,

l
p+q ='2'

Jesli (w roli arbitra) uwaznie przyjrzymy sie rysunkowi, to z latwoscia dojdziemy
do wniosku, ze mozemy graczom proponowac takie tylko pary strategii mieszanych,
które leza na odcinkue. Kazda taka para daje bowiem kazdemu graczowi nie
mniej, niz jest on w stanie zapewnic sobie sam, a przy tym dla kazdej wyplaty
odpowiadajacej takiej parze nie mozna podac w zbiorzeW wyplaty, która bylaby
lepsza dla obu graczy jednoczesnie. Która jednak z takich par strategii
zaproponowac? Tu mozna posluzyc sie zasada symetrii: gra jest jednakowa
z punktu widzenia kazdego z graczy. Nie widac wiec zadnego powodu, by
rozstrzygniecie arbitrazowe faworyzowalo któregokolwiek z nich - proponujemy
wiec, azeby bidy z nich stosowal strategie mieszana (1/4, 3/4), tzn. przecietnie razl
na cztery gry stosowal B. Wtedyp = q = 4 oraz

(1 l) (l l) l 3 3 9 lx 4'4 =y 4' 4 =16 '1+16'0+16'5+16 '2=28
i kazdy z nich, wygrywajac czasemO, czasem l, czasem 2 i czasem 5

(z odpowiednimi czestosciami), zarobi przecietnie 2 ~ . [Nasi piekarze moga wiec,
unikajac jakichkolwiek pertraktacji i uzgodnien, zapewnic sobie srednio okolo
2,13J, jesli tylko zaufaja arbitrowi i beda losowo zmieniac rodzaj pieczywa, tak
aby przecietnie 25% ich wyrobów stanowily bulki]. Okazuje sie jednak, ze
proponujac to rozwiazanie jeszcze nie wywiazalismy sie z roli arbitra najlepiej,
mozemy bowiem zaproponowac rozwiazanie, które kazdemu z graczy przyniesie

wieksza niz 2 ~ przecietna wygrana. Zobaczmy bowiem, co by bylo, gdyby

zaproponowac takie rozwiazanie, w którym zmiany strategii poszczególnych graczy
sa uzgodnione: stosowane przez nich strategie mieszane nie sa niezalezne.
Przypuscmy, ze zaproponowalismy nastepujace rozwiazanie: gracz I stosuje
strategie B z czestosciap, gracz II stosuje strategie B z czestoscia l-p i przy tym
zawsze strategie ich sa rózne. W takiej sytuacji wyplata przecietna gracza I
wyniesie

(1-p)'0+p'5 = 5p.

Widac wiec, :te wyplaty przecietne ukladaja sie na odcinku laczacym punkty (5,0)
5 x i (0,5) na rysunku obok, a wiec leza poza zbiorem Wl
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Zob. artykul o zbiorach wypuklych, ttr. 3.
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Jeslip < { lub p > ~, to propozycja taka bedzie nie do przyjecia dla jednego
z graczy: bedzie mu dawala mniej, niz sam jest sobie w stanie zapewnic (tzn.

mniej niz 1). Dlap E < ~.,-~> kazda taka propozycja jest optymalna w tym
sensie, ze daje kazdemu z graczy nie mniej, niz jest sam w stanie sobie zapewnic,
i nie istnieje propozycja lepsza jednoczesnie dla obu z nich. Ponadto, wspomniana

wyzej zasada symetrii nakazuje przyjacp = ~. Taka propozycja nie faworyzuje
zadnego z graczy i jest dla kazdego z nich lepsza niz poprzednio zaproponowane

rozwiazanie arbitrazowe; zapewnia kazdemu srednia wygrana wynoszaca 2 ~ .
[Nasi piekarze winni wiec np. codziennie zmieniac gatunek pieczywa - w taki
jednak sposób, by jeden piekl bulki wtedy i tylko wtedy, gdy drugi piecze chleb.
Oznacza to, ze nawet z czysto ekonomicznego punktu widzenia powinni odrzucic
w kat niecheci i nawiazac pewna wspólprace).
Czy na tym koniec? Tyle razy ulepszalismy proponowane rozstrzygniecie
arbitrazowe, ze mozna watpic, czy i podanego ostatnio nie da sie poprawic. Chcac
wywiazac sie w pelni z roli arbitra musimy to sprawdzic. Wiemy juz, ze przy
w pelni niezaleznym stosowaniu strategii mieszanych uzyskujemy wyplaty
wypelniajace niekooperacyjny obszar wyplat. Wiemy tez, ze odrzucajac warunek
niezaleznosci mozemy otrzymywac wyplaty spoza tego obszaru. Zbadajmy wiec,
jaki jest zbiór WI wszystkich mozliwych wyplat odpowiadajacych niekoniecznie
niezaleznym strategiom mieszanym. Zbiór ten nazwiemykooperacyjnym obszarem
wyplat.
W tym celu zauwazmy przede wszystkim, ze do kooperacyjnego obszaru wyplat
bedzie nalezala kazda para wyplat postaci

(*) (X, y) = cxI(I,I)+cxz(5,0)+cx3(0,5)+a4(2,2),

gdzie CXI +CXz+CX3 +et4 = 1 i wszystkie CXI sa nieujemne. Rzeczywiscie, równosc(*)
oznacza, zex i y sa wyplatami oczekiwanymi przez graczy przy realizacji
nastepujacej umowy: "Z czestosciaCXI obaj stosujemy B; z czestosciaCXz graczl
stosuje C, a gracz II stosuje B; z czestosciaCX3 I stosuje B, a II -- C; 'w pozostalych
przypadkach (tzn. z czestosciacx4) obaj stosujemy C".
Poniewaz zas kazda umowa o uzgodnieniu strategii musi byc tej postaci, to
wynika stad, ze równosci postaci(*) opisuja wszystkie pary wyplat nalezace
do WI• Z drugiej strony równosc(*) oznacza, ze wyplata(x, y) nalezy do
uwypuklenia zbioru zlozonego z czterech par wyplat odpowiadajacych zastosowaniu
przez obu graczy strategii czystych. Poniewaz zas kazda para wyplat za
zastosowanie strategii czystych nalezy równiez do niekooperacyjnego obszaru
wyplat W i uwypuklenie W musi zawierac w sobie uwypuklenie kazdego swego
podzbioru, to
(**) WI C conv W,

gdzie convW oznacza uwypuklenie zbioruW.
Zauwazmy jeszcze, ze jesli dwa punkty(Xl' YI) oraz (X2, Yz) naleza do
niekooperacyjnego obszaru wyplat, to caly odcinek laczacy te punkty nalezy do
kooperacyjnego obszaru wyplatWI. Wynika to z prostego przeliczenia. Jesli
bowiem (x, y) jest punktem tego odcinka, to istnieje liczbat E (O, I) taka, ze

(x, y) = t(XI,YI)+(1-t)(XZ,Y2)'

Jesli wiec zalozymy, ze(xj, Yi) jest wynikiem niezaleznego stosowania strategii
mieszanych (pj,I-Pi) gracza I oraz(qj, 1- ql) gracza II (i = 1, 2), to
(Xl' Yl) = Pl QI(1,I)+PI(1-ql)(5,0)+(I-Pl)ql(0,5)+(1-Pl) (I-QI)(2,2) =
= CXI (1,1) + cx2(5,0)+ cx3(0,5)+ cx4(2,2),
gdzie etl = Pl ql itd. Wyplate (xz, Y2)mozna analogicznie zapisac w postaci

(X2, Y2) = PI(1,I)+P2(5,0)+P3(0,5)+P4(2,2).

(x, y) e W1;

Stad
(x, y) = [tCXI+(I-t)Pd(1,I)+ [tcxz+(I-t)P2)(5,0) + [tCX3+(1-t)P3)(0,5)+
+ [tCX4+(1- t)p.d(2,2).
Poniewaz zas!Xl+cxz +CX3 +a4 = l = Pl +P2 +P3 +P4 (prosze to sprawdzic), to
równiez suma liczb w nawiasach kwadratowych jest jedynka, wynosi bowiem
t(al +a2+a3+(4)+(1-t) (Pl +P2+P3+P4) = t+(I-t),
i wobec tego
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punkt (x, y) nalezy do kooperacyjnego obszaru wyplat. Wynika stad, ze

(***) conv W C Wj •

Z zawieran (**) i (***) wnioskujemy, ze

conv W = Wj,

i otrzymujemy nastepujace twierdzenie;
Kooperacyjny obszar wyplat jest uwypukleniem niekooperacyjnego obszaru wyplat.
Jest lo przy tym zbiór wszystkich wyplat mozliwych do uzyskania w danej grze.
Z twierdzenia tego wynika, ze podane przez nas ostatnie rozwiazanie arbitrazowe
jest w istocie najlepszym z mozliwych do zaproponowania.
[Gdyby piekarze znali to twierdzenie, to nie musieliby uciekac sie do arbitrazu.
Kazdy z nich móglby sobie obliczyc, ze najlepsze rozwiazanie;jakie moze
zaproponowac najlepszy nawet arbiter, to zastosowanie uzgodnionej strategii

(B C) , . l (C B) , . l " .. , d
" , Z czeStOSCla(X2 = '2 oraz , z czestOSCla(X3 = '2 lWYClagnaCsta
wnioski praktyczne: podjac rokowania, uzgodnic, ze stosuja te wlasnie strategie,
i ustalic sposób jej realizacji].

Labora don111 () cra··F Dr Jan A. GAJ

w ---

B

Proponuje Wam dzisiaj wycieczke na peryferie fizyki, ku jej granicom z naukami
o organizmach zywych. Spacer to niewatpliwie zdrowy w czasach, gdy waska
specjalizacja zaczyna stanowic realne niebezpieczenstwo dla swobody mysli
twórczej naukowca. Prawo Webera-Fechnera zajmuje sie zwiazkiem miedzy
wrazeniem Wa wywolujacym je bodzcemB. Zauwazmy od razu, ze nie bedzie
to zaleznosc liniowa: te same przyrosty bodzca dadza rózne efekty w zaleznosci
od wielkosci bodzca juz dzialajacego; nagroda pieniezna wysokosci np. 1000 zl
zrobi zupelnie inne wrazenie na przecietnym studencie niz na dyrektorze fabryki.
Aby przejsc do konkretów, sformulujemy rozwazane prawo w sposób nastepujacy:
Wrazenie W wywolane bodzcemB jest proporcjonalne do logarytmu wielkosci
bodzca. Wzorem zapiszemy to tak:

B

W = A logO;;' (I)

Nalezy jeszcze dodac uzupelnienie, ze dlaB < Bo wzór (l) zastepujemy równoscia
W = O (wrazenie nie moze byc ujemne). Widac juz, zeBo jest progowa wartoscia
bodzca - bodziec musi przewyzszacBo, aby wywolac jakiekolwiek wrazenie. Na
przyklad ucho ludzkie nie slyszy dzwieków o cisnieniu akustycznym ponizej
pewnej wartosci. Slysze juz, jak zwolennicy "czystej fizyki" mówia z pogarda:

RAZFNlI )R/rC1E r

A jednak wrazenie da sie mierzyc, jak kazda "przyzwoita" wielkosc fizyczna.
Zauwazmy przede wszystkim, ze mamy znakomita naturalna jednostke: najmniejszy
zauwazalny przyrost wrazenia. Ogladajac po kolei dwa zródla swiatla kazdy
potrafi powiedziec, czy uwaza je za swiecace równie jasno, czy tez jedno swieci
jasniej od drugiego. Po to, zeby róznica jasnosci dala sie zauwazac, nie moze byc
dowolnie mala, lecz musi przewyzszac pewna minimalna wartosc. Zarówno
istnienie progu czulosci naszych zmyslów, jak i podana wyzej wlasnosc
"kwantowania" wrazen wynikaja z budowy systemu nerwowego: przekazywanie
informacji nie odbywa sie w nim jak w sieci telefonicznej, gdzie sygnal moze byc
silniejszy lub slabszy, ale na zasadzie "wszystko albo nic" - nerw pobudzony za
slabo nie przekazuje w ogóle sygnalu, jesli natomiast pobudzic go silniej,
przekazuje sygnal o wielkosci standartowej, niezaleznej od sily pobudzenia.
Tu mozna zapytac:Jak wiec potrafimy odrózniac bodzce silniejsze od slabszych?
Zastanówcie sie sami.
Mamy juz jednostke - nazwijmy jaNP. Teraz trzeba podac metode pomiaru
wrazenia wywolanego np. przez okreslony dzwiek. Oczywiscie jesli nic nie slyszymy,
W = O. Wytwarzamy teraz najslabszy slyszalny dzwiek. Wrazenie wyniesie wtedy
W = O+NP = NP. Z kolei wytwarzamy najslabszy dzwiek, o którym mozemy
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