2. Gracz II ma strategi¢ zwycigska w obu pomocniczych grach, ma zatem
strategi¢ zwycieska w rozwazanej grze.

3 Gracz I ma strategi¢ zwycigska w pierwszej grze pomocniczej, a gracz II

w drugiej. Wtedy te dwie strategie pozwalajg tym graczom zremisowac rozwazang
gre.

Przypadek ostatni, gdy gracz I ma strategi¢ zwycigska w drugiej grze pomocniczej,
a gracz Il w pierwszej, jest, jak latwo si¢ przekona¢, niemozliwy. Kazda zatem gra
skorniczona jest albo zdeterminowana z korzyscig dla ktdrego§ z graczy, albo jest
gra remisowa. Watpliwe jednak, czy kiedykolwick bedziemy wicdzieli, do ktdrej

z tych grup nalezg np. szachy, a w kazdym razie ani Fischer ani Karpow

nas o tym nie przekonaja.

Z punktu widzenia matematyki, gry skonczone nie sg ciekawe. Nastgpnym razem
zajmiemy si¢ problemem gier nieskonczonych.

Metody Monte Carlo (1) Dr Ryszard ZIELINSKI
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Zacznijmy od bardzo latwego zadania z rachunku prawdopodobienistwa.

Rzucamy trzema symetrycznymi monetami. Obliczyé prawdopodobiensiwo p tego, ze na kazdej
| z trzech monet otrzymamy ten sam wynik. Zwykle takie zadania rozwigzuje si¢ w znany sposob.
| Umawiamy si¢ mianowicie, Z¢ monety zostaly ponumerowane, i okreslamy zbior zdarzen
elementarnych jako zbior wszystkich uporzadkowanych tréjek (m,, my, m3), gdzie m; oznacza
orla lub reszke na i-tej monecie. Z zaloZenia o symetrycznosci monet kazde z tych zdarzen jest
Jjednakowo prawdopodobne. Wszystkich zdarzen jest osiem, zdarzen zas sprzyjajacych — dwa

1
(zdarzenia: orzel-orzel-orzel i reszka-reszka-reszka), otrzymujemy wigc p = B

A oto inny sposob rozwiazania naszego zadania. Podrzucamy do gory trzy symetryczne monety,
a gdy spadna, sprawdzamy, czy na wszystkich trzech mamy orfa lub na wszystkich trzech reszke.
Jezeli tak, odnotowujemy wynik naszego doswiadczenia jako sukces i powtarzamy rzut.
Przypusiémy, ze wykonaliSmy n rzutdw i ze k razy zaobserwowalismy sukces. Za przyblizone

. k
rozwigzanie zadania przyjmujemy stosunek =
Otrzymane w ten sposob oszacowanie rozwqmma bedziemy oznaczali p lub, gdy bedzie nam
zalezalo na podkresleniu, Ze oszacowanie otrzymano na postawie # doswiadczenn — symbolem 5 .

Hys 1

i, i ; : ;
Mamy wiec w naszym przypadku p = prong Opisany sposob rozwigzywania zadania wyglada na

L7 o pierwszy rzut oka ni¢ bardzo powaznie i trudno jest wyobrazi¢ sobie powazny egzamin maturalny,
L~ podczas ktérego uczniowie podrzucajg do gory monety, albo powaznych i wiclce uczonych

- fizykow, ktorzy w ten sposob obliczajg rozmiary projektowanych reaktorow jadrowych. Nieco

X zaskakujacy, ale prawdziwy jest fakt, ze tego rodzaju metody rachowania — zwane powszechnie

metodami Monte Carlo — wymyslono wiasnie dla fizykow, ktorzy w koricu drugiej wojny

$wiatowej rozwigzywali nowe i trudne zadania z zakresu fizyki atomowej; a z powstaniem tych
metod zwiazane sq nazwiska tak wybitnych uczonych, jak John von Neumann i Stanistaw Ulam,
z Wrocimy do tych spraw poiniej, a na razie spojrzmy na jeszcze jedno zadanie.

Rys 1 W XVIII wieku przyrodnik francuski G. L. Buffon rozwazal nastgpujace zadanie. Poliniujmy
powierzchnig stolu réwnoleglymi prostymi tak, aby odleglosci miedzy kazdymi dwiema sasiednimi
prostymi byly rowne L. Na ten stol bedziemy rzucali losowo (,,na chybil-trafil”") igle o dlugosci

¥ [ < L. Nalezy obliczyé¢ prawdopodobienistwo p zdarzenia polegajacego na tym, Ze igla przetnie

ktoras z prostych narysowanych na stole.

Podobnie jak poprzednio rozwigzemy najpierw to zadanie doktadnie, korzystajgc przy tym z

poj¢¢ prawdopodobienstwa geometrycznego (por. «Deltan, 1975, 6).

WhprowadZmy nastgpujace oznaczenia: x — odleglosé srodka igly od najblizszej prostej,  — kat

ostry, jaki tworzy igla z prosta prostopadla do linii marysowanych na stole. Mamy wigc zawsze

hY
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0<x< 5 oraz 0<op< - (rys. 1 i 2). Rzucanie igly ,,losowo” na stol bedziemy rozumieli

0 X
li- w ten sposob, ze punkt (x, p) ma rozklad jednostajny na prostokacie zakreskowanym na rys. 3.

Rys. 3 Mowiac niezbyt dokladnie: fakt, ze igla moze z jednakowym prawdopodobienstwem upasé na
" kazdy punkt stolu i mie¢ przy tym z jednakowym prawdopodobieistwem kazdy kierunek (to jest

wiasnie tres¢ intuicy Jna powiedzenia, Ze igla jest rzucana , Josowo”), interpretujemy jako fakt,

ze punkt (x, @) pojawia si¢ losowo, z jednakowym prawdopndob:eﬁstwcm w kazdym micjscu

okreslonego wyz.cj proslokqta

Dalsze rozwiazanie jest juz latwe. Przeciccie igly z linig narysowang na stole nastgpuje wtedy

! I
i tylko wtedy, gdy x < 5 Cos @ (rys. 2). Zbioér tych par (x, ¢), dla ktorych x < 3 COs @,

zakreskowano na rys, 4. Zgodnie z zasadami rachowania prawdopodobienstw g_cometrycznych,
prawdopodobienstwo interesujacego nas zdarzenia jest rowne stosunkowi pol figury
zakreskowanej na rys. 4 do pola calego prostokata i wynosi
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bledy. Zdanie ,, O m wyprodukowano tam
akolo 30 niez 3 preediem nokli
lekkich pierwiastkdw o skrajnic , nadminrowej
rawartosci nukleondw.” powinno hyd
rastgpione prrez sdanic , ,Ogdlem
wyproduokowano tam okolo 30 nicznanveh
przediem nukliddw bedneyeh skrajnie
neutrono-nadmisrowymi izotopami lekkich
pierwiasthdw." Zdanie: . Obliczenia teoretycene
sugeruja mianowicie, ke nuklidy posiadajgee
protonow i okolo 184

powinny charakteryzc

nuklidy

Itorelyczne i miznowicie, fe
posiadajyce okole 114 protondw 1 oknl
I 84 neutronow powinny charakieryrowad &
wyiitkowsg stahi jadrowa w stosunku
saswedmich 3

s, Nalety oczekiwaé, ze dwa judra
urnnu w ogole nie mogy ulee Moz, gdvi
potencial wzajemnego oddzinlywanin jest juz
prawdopodohnic dodatni {co odpowiada
odpychaniu) w calym zakresic wezglednych
odleglodei.” powin
zdanic: , Nalety oc adra uranu
w ogdle nie moga ulec luzji, gdy# potencjal
wrajemnego oddzialywania jest

prawdopodobnic odpychajacy w calym
rakresie wzglednyeh odleglodei,”
Bardzo przepraszamy Auvrorke i € zytelnikow

Sztuka wygrywania

(s, -5 =2, 2
0, © 1,-1)

o macierz” gry 2 x 2 o sumie 2erowej

B C
B (L1 50
c los z.z)

~macierz’’ gry 2% 2 o sumie niezerowej

Buffon rozwiazywal to zadanie rzucajac n razy igla na stél i zliczajac liczbg k tych przypadkéw,
il
w kiorych igla przecigla ktoras z linii. Otrzymat wynik p = - Zapiszmy wzor (1) w postaci

21
(2) ﬂ:‘E.

k
Jezeli teraz po prawej stronie wzoru (2) wpiszemy zamiast p oszacowanie tej wielkosci P = 7
i jezeli potraktujemy (2) jako okreslenie liczby 7, otrzymamy oszacowanie 7 tej wiasnie liczby

- 2in

(3) = T
Znajac /, L i dysponujgc oszacowaniem p prawdopodobiefistwa p uzyskamy oszacowanie
znanej skadinad liczby =!
Eksperyment Buffona byl wielokrotnie powtarzany i uzyskiwano zadziwiajaco dobre wyniki.
Niech Czytelnik zechce sam sprawdzi¢ taki sposob szacowania liczby z. Uzyskany wynik mozna
poréwnac z bardzo dokladnym przyblizeniem & = 3,141592653589793... (liczbg = z dokladnoscia
do 100 000 cyfr po przecinku znalez¢ mozna w pracy Shanksa i Wrencha Calculation of = to
100 000 decimals, opublikowanej w czasopi$mie «Mathematical Computer», 16 (1962), 76-99).
W zwigzku z tym sposobem rachowania nasuwa sie kilka pytafi:

A

1) Czy zawsze oszacowanie p, jest zbieine z szacowana wielkoscia p, gdy n — 0 7. 2) Jaka jest
doktadno$¢ oszacowania, tzn. co mozna powiedzie¢ o wielkosci roznicy |pa—p|?

Na pytania te postaramy si¢ odpowiedzie¢ w kolejnych artykulach poswigconych metodom
Monte Carlo. Wyjasnijmy w nich oczywiscie rowniez, skad bierze si¢ nieco niezwykla nazwa
,»metoda Monte Carlo” dla takiego sposobu rachowania. Podamy przyklady zadan, ktore
rozwiazuje si¢ tymi metodami, Opowiemy réwniez o tym, jak mozna opisanc wyzej eksperymenty
przeprowadza¢ na komputerze; okazuje sig, Ze wspolczesny komputer moze ,,wykonaé” dziesiatki
tysiecy rzutéw moneta w ciggu sekundy, a takie liczby eksperymentéw dajg juz zwykle
dostatecznie dokladne oszacowania poszukiwanych wielkosci. Chetnie rowniez odpowiemy na
pytania Czytelnikoéw dotyczace omawianych metod Monte Carlo.

Dr Tadeusz B. ININSKI

Konflikt intereséw nie zawsze polega na tym, ze w kazdym jego rozstrzygnieciu
jedna strona moze zyska¢ dokladnie tyle, ile druga musi stracié. Rokowania
handlowe sa przykladem gry, w ktdrej Zadna ze stron nie ma zamiaru tracié;
konflikt intereséw polega na tym, Ze kazda ze stron chce zyskaé jak najwiecej.
Rozwazany w poprzednim odcinku ,,Sztuki wygrywania™ («Delta», 1975, 5)
dylemat wigZnia byt przykiadem konfliktu, w ktérym zadna ze stron nic nie moze
zyska¢, a kazdy z graczy dazy do tego, by stracié jak najmniej. Modelami
sytuacji tego typu sa

to znaczy gry, w ktorych wyplaty obu graczy odpowiadajace okreslonym wyborom
strategii nie musza dawa¢ w sumie zera. Gry tego rodzaju opisujemy przy pomocy
,»macierzy wyplat”, ktérej elementami s pary liczb: wyplaty obu graczy
odpowiadajgce parze wybranych przez nich strategii. Pierwsza liczba takiej pary
oznacza wyplate gracza I, druga — wyplate gracza II. Jak juz pokazywalismy
(dylemat wigZnia), w grach tego rodzaju kierowanie si¢ zasada maksymalizacji
wlasnego zysku bez ogladania si¢ na partnera prowadzi czasem do wynikéw,
ktére sq w gruncie rzeczy najgorsze z mozliwych. W grze opisanej podang obok
s»macierzg wyplat” gracze postugujacy si¢ taka zasada wybiora oczywiscie parg
strategii (B,B) — i bardzo na tym stracg. [Kto to lubi, moze tej grze przypisaé
nast¢pujaca fabulg: w miasteczku sa dwie male piekarnie, ktérych wilasdciciele
bardzo si¢ nie lubig i unikaja jakichkolwiek kontaktéw. Strategia B oznacza
decyzje¢ o wyprodukowaniu samych bulek, strategia C — samego chleba. Ze
wzgledow technicznych zadna z piekarni nie moze tej samej nocy wypiekaé

i bulek, i chleba. Jesli obie rzucg na rynek bulki, zysk netto kazdej z nich wyniesie
po 1J (J = jednostka obliczeniowa). Jesli kazda z nich wyprodukuje co innego,
zysk na wypieku chleba wyniesie 5J, natomiast produkcja bulek da tylko zwrot
kosztéw: zysk netto wyniesie 0J. Jesli obie wyprodukuja chleb, zarobia po 2J].
Wystapmy wobec graczy w roli arbitra — bezstronnego sedziego, na ktérego
zdanie zdaja si¢ obaj bez zastrzezen. Co mozemy doradzi¢? Jedno wyjscie jest
oczywiste: jesli obaj zgodza si¢ stosowaé systematycznie czysta drugg strategie,



