Gry wielochodowe
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Jeéli obliczylibyémy ¥ dla molekuly o r = 0, przyjmujac / = 1,5 A, to otrzymaliby$my

7 = 14 800 cm ', podczas gdy doswiadczenie daje v = 17 000 cm~'. Obliczmy, jakie
musieliby$my przyja¢ /, aby otrzymaé wynik zgodny z do$wiadczeniem. Obliczone w ten sposob /
wynosi 1,4 A. Uzyjmy tak znalezionego / do obliczenia ¥ dla molekul o r = 1,2,3, .... Wyniki
uzyskane z dokladnoscia do trzech cyfr znaczacych zestawiono nastg¢pujgco:

Vo=

r v obliczone v doswiadczalne
0 17 000 17 000
1 14 000 14 100
2 11 800 12 200
3 10 300 10 700

Widzimy zadziwiajaca, jak na dokonane uproszczenia, zgodno$¢ wynikow teoretycznych

z doswiadczeniem. W wielu innych przypadkach wymagana zmiana { bylaby znacznie wigksza,
a zgodnoic¢ z do$wiadczeniem gorsza.

Za barwg zwigzku chemicznego odpowiedzialne sg pochianiane kwanty promieniowania. W ten
sposob na wyjatkowo prostej drodze udalo nam si¢ ,,obliczy¢” barwg bardzo skomplikowanych
zwigzkow chemicznych.

Dr Wojciech GUZICKI

W artykule tym zajmiemy si¢ grami dwuosobowymi, rozgrywanymi wedtug
nastgpujacych zasad:

Dwaj gracze (gracz I i gracz II) wykonuja kolejno, poczynajac od gracza I, ruchy
polegajace na wybieraniu dowolnego elementu z ustalonego zbioru 4. Ten sam
element zbioru 4 moze by¢ wybierany wielokrotnie zaréwno przez gracza I, jak

i gracza II.

W ten sposob w kazdym momencie zostaje wybrany ciag skonczony a,,a,, ..., a,
elementéw zbioru A. Przepisy gry sa zbiorem regul méwiacych, czy w danej
sytuacji graczowi, na ktorego przypada kolej, wolno jeszcze wykona¢ ruch, a jeéli
wolno, to jakie ruchy sg dozwolone. Jesli juz mu nie wolno wykona¢ zadnego
ruchu, to méwimy, ze gra dobiegla korica, a jej efekt (tzn. cigg skonczony

a,, ..., a,) nazywamy partig. Moze si¢ jednak zdarzyc, Ze obaj gracze grajg tak, ze
w zadnym momencie przepisy gry nie nakaza im zakonczy¢ jej. Wtedy w wyniku
spotkania otrzymamy ciag nieskonczony a,,a,, ..., 4,, ..., ktory rowniez bedziemy
nazywac partig. Kazdy cigg skonczony, bedacy poczatkowym fragmentem partii,
bedziemy odtad nazywaé pozycja.

Po zakonczeniu gry powstaje oczywiscie problem, kto dang parti¢ wygral. Aby
moc zawsze odpowiedzie¢ na to pytanie, dzielimy zbidr wszystkich mozliwych
partii na trzy czesci: Wy, W,, W,. Partia jest remisowa, jesli nalezy do zbioru W
wygrana przez gracza I, jeli nalezy do W,; i wygrana przez gracza II, jesli nalezy
do W,.

W tej czgdei artykulu zajmiemy sig grami skoficzonymi. Wyjasénijmy, co znaczy

tu termin ,,skoniczona”, Ot6Z gra jest skoriczona, jesli przepisy pozwalaja wykonac
w kazdej pozycji tylko skonczenie wiele réznych ruchéw oraz nie dopuszczaja
istnienia nieskonczenie dilugich partii. Przykltadem gry skonczonej sq szachy,
zbiorem A bowiem jest zbidr instrukcji dla figur (np. Wb7-b8), natomiast przepis
zapewniajgcy skonczono§¢ kazdej partii stwierdza, ze gra konczy si¢ po
trzykrotnym powtdrzeniu si¢ tej samej sytuacji na szachownicy.

Aby wyjasni¢, co to znaczy ,,zapewnic sobie zwycigstwo”, zdefiniujemy pojgcie
strategii. Strategig gracza I jest dowolna funkcja, ktéra kazdej mozliwej pozycji
a,, ..., a, o parzystej (rowniez zerowej) liczbie wyrazow przyporzadkowuje
jakikolwiek ruch a,,, € A, dopuszczony w tej pozycji przez przepisy gry.
Podobnie strategia gracza Il nazwiemy analogiczng funkcj¢ okreslong dla pozycji
o dlugosci nieparzystej. Strategia jest wigc po prostu funkcjg, ktoéra ,,podpowiada™
graczowi, jak w danej sytuacji ma zagra¢. Zauwazmy nastepnie, Ze jesli gracz I
wybierze sobie strategi¢ o, a gracz Il strategi¢ 7, to te dwie strategie jednoznacznie
wyznaczajg partig, ktorg rozgrywaja migdzy soba gracze 1 i 1. Jej poczatkowymi
ruchami bgds: a, = ¢(9), a, = 1(a,), a; = o(a,,a;), a, = 1(a,,a,,a;) itd.



Zajmijmy si¢ teraz wylacznie grami nie dopuszczajacymi remisu (tzn. takimi,

dla ktérych W, = @); pdiniej pokazemy, ze przypadek ogdlny latwo sprowadza
si¢ do powyZszego.

Bedziemy mowic, Ze strategia o gracza I jest strategia zwycigska, jesli dla dowolnej
strategii = gracza II partia wyznaczona przez obie te strategie (oznaczmy ja przez
a+7) nalezy do W,. Podobnie 7 jest strategia zwycieska dla gracza II, jesli dla
dowolnej strategii ¢ partia o+t nalezy do W,. Innymi slowy strategia zwycigska
zawsze podpowiada ruch, na ktéry przeciwnik nie ma ,,dobrej"” odpowiedzi,

i w konsekwencji gracz grajacy przy pomocy tej strategii musi wygrac¢. To

wlasnie nazywamy zapewnieniem sobie zwycigstwa. Grg nazywamy zdeterminowana
jesli ktéry$ z graczy ma strategie zwycieska. PokaZzemy, ze gry skoriczone sg
zdeterminowane. Nie sg takimi jednak wszystkie gry nieskoriczone. Pytanie, jakie
gry nieskonczone sa zdeterminowane, stalo si¢ ostatnio bardzo modne w

w podstawach teorii mnogosci i doprowadzilo do wielu interesujacych wynikéw.
Zajmijmy si¢ teraz grami skoriczonymi. Przede wszystkim pokaZzemy, Zze w danej
grze skonczonej istnieje tylko skonczenie wiele mozliwych do rozegrania partii.
Fakt ten bynajmniej nie jest oczywisty — wydawac by si¢ moglo, ze choc¢ nie
istnieje partia nieskoriczona, to moga istnie¢ dowolnie dlugie partie skonczone.
Okazuje sig, Ze tak nie jest.

Oznaczmy w naszej grze przez P zbidr pozycji, w ktorych gre mozna nadal
kontynuowac. PokaZemy najpierw, Ze zbior P jest skoniczony. Dowdd
przeprowadzimy przez sprowadzenie do niedorzecznosci. Gdyby zbiér P byl
nieskoficzony, to znalazlby sie taki ruch a, € A, Ze zbiér tych nalezacych do P
pozycji, ktore zaczynaja sie ruchem a, , bylby tez nieskorniczony. Wynika to z tego,
2e istnieje tylko skoriczona liczba mozliwosci wykonania pierwszego ruchu
(stosujemy tu réwniez nastgpujaca zasade: jesli zbior nieskoniczony podzielimy

na skonczenie wiele czesci, to jedna z nich jest nieskonczona; zasade tg juz

raz zastosowaliSmy powyZej, aby pokaza¢, ze kazda partia szachowa musi by¢
skornczona). Nastepnie znajdujemy a, € A taki, Ze istnieje w P nieskoriczenie
wiele pozycji, ktore zaczynaja sie ruchami a, i a,. W ten spos6b postepuja dalej,
tworzac ciag nieskoriczony a,,a,, ..., a,, ..., ktorego wszystkie poczatkowe
pozycje nalezg do P, a wigc nie sa pozycjami koficowymi w naszej grze.
Skonstruowali§my wigc partig¢ nieskoriczenie dtuga, co jednak wykluczaja przepisy
gry. Zbiér P jest zatem skoriczony (oczywiscie, $cisty dowdd powinien by¢
przeprowadzony przy zastosowaniu zasady indukcji matematycznej — Czytelnik
zechce to zrobi¢ sam). Poniewaz kazda pozycja w naszej grze powstaje z pewnej
pozycji nalezacej do P poprzez wykonanie tylko jednego ruchu, wigc istnieje tylko
skoriczenie wiele wszystkich pozycji (przypominamy, ze dang pozycj¢ moZna
przedluzy¢ tylko na skonczong liczbe sposobdw).

Mozemy juz teraz pokazac, ze kazda gra skoniczona jest zdeterminowana. Niech N
bedzie liczba naturalng parzysta, wigksza od dlugosci kazdej partii naszej gry.
Oznaczmy przez A(a,, ..., a,) zbiér ruchéw mozliwych do wykonania w pozycji
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Zapiszmy teraz, co to znaczy, ze gracz I ma strategi¢ zwycigska:

[a,e W, v (a;,@a) eW, V ... V

ay € A(@) as€ A(a) a3 € A(oy, @3) o € A(ay, + -+ GN-1)
v (ay,...,ay) € W,

Jesli nie jest prawda, Ze gracz I ma strategie zwycigska, to stosujagc prawa de
Morgana ofrzymamy

[, g Wy A (@) ¢ Wy A .o A

0 & A@) a:cA@) ayeA@.a)  an € A@rr--ey dnag)

A (al t ol ’aN) ¢ Wl] . . .
Jednakze sposrdd ciagow a,, (a,,a,), ... oraz (a,, ..., a,) jeden musi byé¢

zakoriczong partia, bo N jest wigksze od dlugosci wszystkich partii. Zatem musi
on naleze¢ do W, (bo nie nalezy do W,).
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[a, e W, vV (a,,a)e W, V ... V
ay EAW) a3 € A(a) a3 € A(ag, as)  an € Alay, o 0N)
v (al, sany aN) E Wz].

Ale to oznacza, ze gracz II ma strategi¢ zwycigska. PokazaliSmy wiec, Ze istotnie
jeden z graczy ma strategie zwycigska, czyli Zze nasza gra jest zdeterminowana.
Powrdémy teraz do gier dopuszczajacych remis. Niech wige W, # .
Rozwazmy dwie pomocnicze gry: jedng, w ktorej polozymy Wi = W, u W,

i W, = W,, oraz druga, w ktérej W, = W, i W3 = W, u W,. Obie te gry sa
zdeterminowane. Mozliwe sg zatem nast¢pujace przypadki:

1. Gracz I ma strategi¢ zwycigska w obu pomocniczych grach. Wtedy istnieje
strategia pozwalajgca mu wygra¢ gre, ktdra mamy rozwazaé (mianowicie
strategia zwycigska w drugiej grze pomocniczej).



2. Gracz II ma strategi¢ zwycigska w obu pomocniczych grach, ma zatem
strategi¢ zwycieska w rozwazanej grze.

3 Gracz I ma strategi¢ zwycigska w pierwszej grze pomocniczej, a gracz II

w drugiej. Wtedy te dwie strategie pozwalajg tym graczom zremisowac rozwazang
gre.

Przypadek ostatni, gdy gracz I ma strategi¢ zwycigska w drugiej grze pomocniczej,
a gracz Il w pierwszej, jest, jak latwo si¢ przekona¢, niemozliwy. Kazda zatem gra
skorniczona jest albo zdeterminowana z korzyscig dla ktdrego§ z graczy, albo jest
gra remisowa. Watpliwe jednak, czy kiedykolwick bedziemy wicdzieli, do ktdrej

z tych grup nalezg np. szachy, a w kazdym razie ani Fischer ani Karpow

nas o tym nie przekonaja.

Z punktu widzenia matematyki, gry skonczone nie sg ciekawe. Nastgpnym razem
zajmiemy si¢ problemem gier nieskonczonych.

Metody Monte Carlo (1) Dr Ryszard ZIELINSKI
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Zacznijmy od bardzo latwego zadania z rachunku prawdopodobienistwa.

Rzucamy trzema symetrycznymi monetami. Obliczyé prawdopodobiensiwo p tego, ze na kazdej
| z trzech monet otrzymamy ten sam wynik. Zwykle takie zadania rozwigzuje si¢ w znany sposob.
| Umawiamy si¢ mianowicie, Z¢ monety zostaly ponumerowane, i okreslamy zbior zdarzen
elementarnych jako zbior wszystkich uporzadkowanych tréjek (m,, my, m3), gdzie m; oznacza
orla lub reszke na i-tej monecie. Z zaloZenia o symetrycznosci monet kazde z tych zdarzen jest
Jjednakowo prawdopodobne. Wszystkich zdarzen jest osiem, zdarzen zas sprzyjajacych — dwa

1
(zdarzenia: orzel-orzel-orzel i reszka-reszka-reszka), otrzymujemy wigc p = B

A oto inny sposob rozwiazania naszego zadania. Podrzucamy do gory trzy symetryczne monety,
a gdy spadna, sprawdzamy, czy na wszystkich trzech mamy orfa lub na wszystkich trzech reszke.
Jezeli tak, odnotowujemy wynik naszego doswiadczenia jako sukces i powtarzamy rzut.
Przypusiémy, ze wykonaliSmy n rzutdw i ze k razy zaobserwowalismy sukces. Za przyblizone

. k
rozwigzanie zadania przyjmujemy stosunek =
Otrzymane w ten sposob oszacowanie rozwqmma bedziemy oznaczali p lub, gdy bedzie nam
zalezalo na podkresleniu, Ze oszacowanie otrzymano na postawie # doswiadczenn — symbolem 5 .

Hys 1
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Mamy wiec w naszym przypadku p = prong Opisany sposob rozwigzywania zadania wyglada na

L7 o pierwszy rzut oka ni¢ bardzo powaznie i trudno jest wyobrazi¢ sobie powazny egzamin maturalny,
L~ podczas ktérego uczniowie podrzucajg do gory monety, albo powaznych i wiclce uczonych

- fizykow, ktorzy w ten sposob obliczajg rozmiary projektowanych reaktorow jadrowych. Nieco

X zaskakujacy, ale prawdziwy jest fakt, ze tego rodzaju metody rachowania — zwane powszechnie

metodami Monte Carlo — wymyslono wiasnie dla fizykow, ktorzy w koricu drugiej wojny

$wiatowej rozwigzywali nowe i trudne zadania z zakresu fizyki atomowej; a z powstaniem tych
metod zwiazane sq nazwiska tak wybitnych uczonych, jak John von Neumann i Stanistaw Ulam,
z Wrocimy do tych spraw poiniej, a na razie spojrzmy na jeszcze jedno zadanie.

Rys 1 W XVIII wieku przyrodnik francuski G. L. Buffon rozwazal nastgpujace zadanie. Poliniujmy
powierzchnig stolu réwnoleglymi prostymi tak, aby odleglosci miedzy kazdymi dwiema sasiednimi
prostymi byly rowne L. Na ten stol bedziemy rzucali losowo (,,na chybil-trafil”") igle o dlugosci

¥ [ < L. Nalezy obliczyé¢ prawdopodobienistwo p zdarzenia polegajacego na tym, Ze igla przetnie

ktoras z prostych narysowanych na stole.

Podobnie jak poprzednio rozwigzemy najpierw to zadanie doktadnie, korzystajgc przy tym z

poj¢¢ prawdopodobienstwa geometrycznego (por. «Deltan, 1975, 6).

WhprowadZmy nastgpujace oznaczenia: x — odleglosé srodka igly od najblizszej prostej,  — kat

ostry, jaki tworzy igla z prosta prostopadla do linii marysowanych na stole. Mamy wigc zawsze
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0<x< 5 oraz 0<op< - (rys. 1 i 2). Rzucanie igly ,,losowo” na stol bedziemy rozumieli

0 X
li- w ten sposob, ze punkt (x, p) ma rozklad jednostajny na prostokacie zakreskowanym na rys. 3.

Rys. 3 Mowiac niezbyt dokladnie: fakt, ze igla moze z jednakowym prawdopodobienstwem upasé na
" kazdy punkt stolu i mie¢ przy tym z jednakowym prawdopodobieistwem kazdy kierunek (to jest

wiasnie tres¢ intuicy Jna powiedzenia, Ze igla jest rzucana , Josowo”), interpretujemy jako fakt,

ze punkt (x, @) pojawia si¢ losowo, z jednakowym prawdopndob:eﬁstwcm w kazdym micjscu

okreslonego wyz.cj proslokqta

Dalsze rozwiazanie jest juz latwe. Przeciccie igly z linig narysowang na stole nastgpuje wtedy

! I
i tylko wtedy, gdy x < 5 Cos @ (rys. 2). Zbioér tych par (x, ¢), dla ktorych x < 3 COs @,

zakreskowano na rys, 4. Zgodnie z zasadami rachowania prawdopodobienstw g_cometrycznych,
prawdopodobienstwo interesujacego nas zdarzenia jest rowne stosunkowi pol figury
zakreskowanej na rys. 4 do pola calego prostokata i wynosi
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