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optycznych: atom-szczeliny S, ,S,-dane miejsce na ekranie. Gdy rozmiary Zrédla
S sa tak duze, Ze nie mozna uwazac, iz wszystkie atomy §wiecg w jednym punkcie,
rozklad prazkéw interferencyjnych jest rozny dla réznych atomow, i w rezultacie
na ekranie otrzymuje si¢ rownomierne o$wietlenie, a nie ostry obraz
interferencyjny. Podobnie jest w interferometrze Michelsona. Tu kazdy cigg
falowy ulega rozdzieleniu na dwa i, chociaz kazda z wigzek zawiera bardzo duzg
liczbe ciggéw falowych, fazy powstatych dwu wiazek sa takie same, jesli réznica
drég optycznych jest mniejsza od diugosci ciggu falowego.

Na zakorniczenie warto podkresli¢, Zze zrozumienie warunkéw powstawania
prazkdw interferencyjnych zaréwno w do$wiadczeniu Younga, jak

i w interferometrze Michelsona opiera si¢ na tym samym modelu Zrédia
termicznego. Pokazuje to, Ze pojecia spdjnosci przestrzennej i czasowej, ktore
wprowadziliSmy przy omawianiu do$wiadczen interferencyjnych, sa tylko
wygodnym sposobem klasyfikacji faktéw eksperymentalnych. Zjawiska
interferencji §wiatla zaréwno w do$wiadczeniu Younga, interferometrze
Michelsona, jak i innych mozZna obserwowaé i badac¢ znacznie latwiej, jesli
Zrédlem $wiatla w takich dodwiadczeniach jest laser. Warunki obserwacii,

o ktérych tu mowiliSmy, sa spetnione, gdyz i obszar koherencji, i czas koherencji
Swiatla laserowego s3 znacznie wigksze niz dla Zrédel termicznych. Dla
zrozumienia tego faktu niezbedna jest jednak dokladniejsza znajomos$¢ zasady
dzialania lasera i sposobu, w jaki §wieca atomy. Prosty model Zrédla termicznego,
ktérym sig¢ tu postugiwaliSmy, jest w przypadku lasera zupelnie nieprzydatny. Nie
wyjasnia on takZe innych cech $wiatla laserowego zwiazanych z jego wyjatkowa
spéjnoscia. Tymi zagadnieniami zajmiemy si¢ niebawem.

vypuklych Mgr Ryszard KOPIECKI

Przypomnijmy: zbior A nazywamy wypuklym, jesli wraz z kazdymi dwoma jego
punktami a, b naleza do A réownieZ wszystkie punkty odcinka o koncach a i b.
Latwo mozna poda¢ przyklady takich zbioréw: wypuklymi sg zbiory
jednopunktowe, odcinki (z konicami lub bez), pélproste, kola, tréjkaty, kule,
ostrostupy o podstawach wypuklych i wiele innych zbioréw. Réwnie latwo mozna
podaé przyklady zbioréw, ktére nie sg wypukle: zbiory dwupunktowe, okrag,
wykresy funkcji trygonometrycznych, kolo z usunigtym punktem wewngtrznym

i inne. Interesowac nas beda pewne wilasnosci analityczne zbioréw wypuklych,
tzn. te, ktére mozna opisa¢ przy pomocy wiasnosci funkcji na nich okreslonych.
Dzigki badaniu takich wiasnosci uzyskano wiele waznych wynikéw w samej
matematyce oraz wiele interesujgcych zastosowan zbioréw wypukiych w naukach
przyrodniczych zob. np. ,,Sztuka wygrywania” w tym numerze.

Jak wiadomo, punkty n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej z danym ukladem
wspolrzednych mozna utoZsamiac¢ z n-tkami liczb rzeczywistych. Przy takich
utozsamieniach pewnym konstrukcjom geometrycznym odpowiadajg pewne
operacje algebraiczne. I tak dodawaniu punktéw (wektoréw) w takich
przestrzeniach odpowiada sumowanie ciagéw liczb ,,po wspolrzednych”.
Dokladniej, jesli punktom a,b przyporzadkowane sa ciagi ich wspotrzgdnych

(ay, ..., a,) 1 (by, ..., b,), to suma a+b ma wspolrzedne (a, +b,,a, +b,, ...,a,+b,),
iloczyn punktu a przez liczbg rzeczywista r jest punktem ra o wspoétrzgdnych
(ray,ra;, ..., ra,).

Definicje zbioru wypuklego mozemy teraz zapisac tak:

Zbior A zawarty w przestrzeni euklidesowej nazwiemy wypuklym, jesli wraz

z dowolnymi jego elementami a,b nalezy do A kazdy element postaci t-a+
+(1—1)-bdla0 < t < 1 (skorzystaliSmy po prostu z parametrycznego opisu
odcinka o koncach a,b; zob. zadanie 1). Funkcjg /, okre§long na przestrzeni
euklidesowej i przybierajgca wartosci réwniez w przestrzeni euklidesowej,
nazwiemy funkcja lub przeksztalceniem liniowym, jesli

(1) fjest addytywna, tzn. zawsze f(a+b) = f(a) +/(b) (dwa znaki plus oznaczaja
tu inne dzialania; pierwszy — dzialanie z dziedziny funkcji, drugi — ze zbioru
wartosci),

(2) f jest jednorodna, tzn. zawsze f(r - a) = r - f(a) (podobnie jak poprzednio,
znak iloczynu (kropka) oznacza dwa dzialania mnozenia przez liczbg rzeczywista:
mnozenie okreslone w dziedzinie funkcji f oraz w jej zbiorze wartosci).
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Wiasnosé 3 jest szezegblnym przypadkiem
wainego Iwierdzrenia o oddzielaniu.

Niech W bedzie pewna wlasnoscig
przyslugujacg (lub nie} zbiorom.,
Najmniejszym zbi o wh ici W onazywa
sig taki zbior, ktory
1° — posiada wlasnosé W;
2° — jest zawarty w kazdym innym zbiorze

o tej wlasnosei.

Mozemy teraz sformulowac i wykazaé kilka interesujacych wlasnosci zbioréw
wypukiych.

Wiasnos¢ 1. Obraz zbioru wypuklego przy przeksztalceniu liniowym jest zbiorem
wypuklym; to samo mozna powiedzie¢ o przeciwobrazach.

Dowoép. Przypusémy, ze A jest zbiorem wypuktym, f— przeksztalceniem
liniowym. Powinni$my wykaza¢, ze obraz f(4) = {q: istnieje p € 4, Ze f(p) = q}
jest zbiorem wypuktym. Niech g, i g, naleza do zbioru f(4) i niech f(p,) = ¢,,
f(p,) = q, dla pewnych p,, p, nalezacych do 4. Z zaloZenia o wypuklosci zbioru
A4 kazdy punkt postaci tp, +(1—1)p,, 0 < 1 < 1, nalezy do 4. Obrazami tych
punktow sa punkty f(#zp, + (1 —)p,), lecz funkcja f jest liniowa, wiec

SUp, +(L=1)p3) = fltp,) +/((1 = 1)p,) = tf(p)) + (1 = 1)f(p2) = tq, +(1—1)q,,
WykazaliSmy, ze kazdy punkt postaci tq, + (1 —1)g, dla 0 € r < 1 nalezy do
zbioru f(A4), wigc na mocy definicji zbior f(A) jest wypukly. Czytelnikowi
proponujg¢ jako zadanie: wykazanie wypukloéci przeciwobrazu, przy zalozZeniu, ze
obraz jest wypukly.

Przed sformulowaniem dalszych wlasno$ci przypomnijmy, ze przez odlegtosé
punktu p od zbioru Z rozumiemy kres dolny zbioru liczb {o(p, z):z € Z}, gdzie
o(p, z) oznacza ,,zwykla™ odleglo$¢ punktow p i z (zob. réwniez artykuly

M. Moszyinskiej, «Deltan, 1975, 1, 5, 8). Oznaczmy te odleglo$¢ p od Z przez
d(p, Z). Zauwazmy jeszcze, ze zbior Z jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy
naleza don wszystkie te punkty, ktorych odleglos¢ od Z jest rowna zeru
(Czytelnik bez trudu dowiedzie tej rownowaznosci). Mozemy teraz podac kolejna
wlasnoé¢ zbioréw wypuklych.

Wiasnosé 2. Niech 4 bedzie zbiorem wypuklym i domknigtym oraz p — dowolnym
punktem. Wowczas do zbioru 4 nalezy dokladnie jeden taki punkt a, Ze

d(p, 4) = o(p, a).

Dowdb. Mozliwe sg dwa przypadki: d(p, A) = 01 d(p, 4) > 0.

W pierwszym z nich, na mocy domknigtosci zbioru 4, punkt p nalezy do A,
wspomnianym za$ punktem a jest sam punkt p. Rozpatrzmy drugi przypadek.

Niech d(p, A) = r; wowczas istnieje ciag {p,} punktow zbioru A taki, ze

lim o(p, p,) = r. Taki ciag moZzemy utworzy<¢ w nastepujacy sposob:
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przyporzadkowujemy liczbie naturalnej n dowolny punkt p, zbioru 4 spetniajacy
warunek o(p, p,) < r+1/n. Ciag {p,} jest ograniczony, gdyz wszystkie jego wyrazy
leza w kuli o $rodku w punkcie p i promieniu r+1, wigc istnieje jego podciag,
zbiezny do pewnego punktu a nalezacego do A (zbidr A jest domkniety). Oczywiscie
o(p,a) = r. Wykazalismy istnienie co najmniej jednego punktu

a zbioru A o wlasnosci o(p, a) = r. Wykazemy teraz, e w zbiorze A jest
doktadnie jeden taki punkt. C6z bowiem byloby, gdyby do A4 nalezal jeszcze
jeden rozny od niego punkt b taki, ze o(p, b) = r? Zbior A jest wypuktly, wiec

wraz z punktami @ i b nalezy don np. punkt ¢ = ;— a-l-%b (tj. Srodek odcinka

o koncach a i b). Ale $rodek cigciwy o koncach a, b lezy wewngtrz kuli K(p, r),
skad o(p, ¢) < r. PoniewazZ za$ jednoczesnie ¢ € 4, to wynikaloby stad, ze
d(p, A) < o(p, ¢) < r wbrew zalozeniu, iz d(p, A) = r.

Wiasnosé¢ 3. Dla kazdego zbioru domknigtego i wypuklego A oraz punktu p nie
nalezgcego do A istnieje funkcja liniowa f o wartosciach w zbiorze liczb
rzeczywistych, taka ze f(p) = 11 f(b) < 0 dla kazdego punktu b zbioru A.

Dowop. Niech punkt a zbioru A bedzie punktem, o ktérym moéwi wlasnosé 2,

tzn. d(p, A) = o(p, a). Oczywiscie a # p, wigc istnieje dokladnie jedna prosta
przechodzaca przez punkty a i p; moZna jg przedstawi¢ parametrycznie jako

zbidr wszystkich punktéw postaci fp + (1 —t)a, t € R. Kazdemu punktowi ¢
przestrzeni przyporzadkowujemy liczbe rzeczywist 1, takg ze punkt tp+ (1 —t)a
jest rzutem prostokatnym na tg prosta punktu g. Tak okreslone przyporzadkowanie
— oznaczmy je przez f— jest funkcja liniowa (gdyz jest ztozeniem dwdéch funkcji
liniowych: rzutowania na prosta i funkgji, przyporzadkowujacej punktowi

tp+(1 —t)a liczbg t) oraz spelnia nasze warunki. Istotnie, f(p) = 1 i f(h) < 0

dla kazdego b € A. Ostatnia nieréwnos¢ wynika z prostych faktow geometrycznych:
gdyby istnial chocby jeden punkt ¢ zbioru A4, dla ktérego f(c) > 0, to na odcinku

o koncach a i ¢ (catkowicie zawartym w 4 na mocy wypuklosci) lezalby punkt
blizszy punktowi p niz punkt a, co jest sprzeczne z okre§leniem punktu a.
Wprowadzimy na zakonczenie jeszcze jedno pozyteczne pojecie:

Uwypukleniem (powloka wypukla) zbioru 4 nazywamy najmniejszy zbioér wypukly
zawierajacy zbiér A. Uwypuklenie to oznacza sie symbolem conv A.



Korzystajac z wlasnosci 3 mozna udowodni¢, Ze conv A jest czesciag wspélng
wszystkich polprzestrzeni zawierajacych zbior A. (Dowdd tego faktu dla
plaszczyzny jest trescig zadan 4 i 5).

Jesli zbior A4 jest domkniety, to conv A jest zbiorem tych punktow g, dla ktorych,
dla kazdej funkcji liniowej f o wartosciach liczbowych, liczba f(g) jest nie wigksza
od kresu gérnego zbioru {w: w = |f(a)|, a € A}. Z tego wzgledu convA nazywa
si¢ czgsto liniowq powloka wypukla zbioru A. Jesli teraz zamiast rodziny wszystkich
funkeji liniowych uzyjemy jakiejkolwiek rodziny F funkcji liczbowych, to
okreslony ta wlasnoscia zbiér nazywamy powloka F-wypukiq zbioru 4. Jako
pouczajace ¢wiczenie proponuj¢ Czytelnikowi znalezienie powloki F-wypuklej
sumy dwoch odcinkéw o wspdlnym kornicu na plaszczyznie, dla rodziny F
skladajacej si¢ z jednej funkeji f(x, y) = In(x?+)?) (zwykla powloka liniowa
takiego zbioru jest oczywiscie trojkatem).

Zadania

1. Wykazac, ze jesli na plaszczyznie z ukladem wspolrzednych punkty a = (a,, @1), b = (b,, b3)
oraz x = (x,, x;) s3 wspolliniowe, to istnieje taka liczba r € R, Ze

x = ta+(1—-1)b.
Wykazaé ponadto, ze re <0, 1 > wtedy i tylko wtedy, gdy punkt x lezy miedzy a i b lub jest
jednym z tych punktow,
2. Wykazaé, ze jesli A < Rk jest zbiorem wypuklym, punkty p,, pa, ..., P« Naleza do A oraz
liczby a,, a,, ..., 4, sa nieujemne i spelniajg warunek a, +a,+ ... +a, = 1, to punkt

x=aa,+0;a;+ ... +0,8,

tez nalezy do A. (Wsk.: dla n = 2 twierdzenie jest prawdziwe z definicji zbioru wypuklego;
zastosowac indukcje).
3. Pokaza¢, ze wiclokat wypukly na plaszczyinie jest uwypukleniem zbioru wszystkich swoich
wierzcholkow.
4. Wykazaé, ze jesli f jest funkcja liniowg o wartosciach liczbowych, okreslong na plaszczyinie
kartezjanskiej R?, to dla dowolnego a € R zbior

ipe R*:f(p) < a}
jest polplaszczyzng otwartg. Jaka nierownosé okresla polplaszczyzne domknigta? Czy kazda
polplaszczyzng mozna opisaé¢ w ten sposob? .
5. Udowodni¢, 7e jesli A = R?, to conv A jest czgscig wspolng wszystkich pélplaszczyzn otwartych
zawierajacych A (Wsk.: skorzysta¢ z zadania 1 i wlasnosci 3).

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

n—2
M 61. Dany jest trojkat ABC, w ktérym % ACB = = " 180°, gdzie n = 34,5, .... Na

zewnatrz tego trojkata zbudowany jest n-kat foremny o $rodku O, przy czym jednym z jego
bokow jest bok AB trojkata ABC. Wyznaczy¢ ¥ OCB. (Migdzyszkolne Kolo Matematyczne
w Siedlcach).

Rozwiazanie na str, 12.

M 62. Udowodnié, ze jezeli liczba (n—1)!41 jest podziclna przez liczbe n wigksza od 1, to n
jest liczbg pierwsza. (k! jest to iloczyn wszystkich liczb naturalnych od 1 do k).
Rozwigzanie na str. 2.

M 63. Ile ma rozwigzan w liczbach calkowitych nieujemnych x,, xa, ..., xx rOwnanie

X1+ x4 . +x2a=n,

gdzie n jest dang liczbg naturalng.
Rozwigzanie na str. 4.

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F 21. Rura cienkoscienna stacza si¢ po nieruchomej rowni pochylej nachylonej pod katem «

do poziomu. Wspélczynnik tarcia poslizgowego wynosi x. a) Jaki jest maksymalny kat @max, Przy
ktorym rura stacza si¢ bez poslizgu?. b) W przypadku ruchu z tarciem energia mechaniczna nie
spelnia zasady zachowania, czg$é bowiem energii mechanicznej (oznaczmy ja przez &) ulega
zamianie na energig wewngtrzng (potocznie: na cieplo). Wydawaé by si¢ moglo, ze & powinno byé
rowne po prostu pracy sily tarcia, Czy przypuszczenie to jest poprawne?

Odpowiedzi na str. str. 6 i 8.

(Zadanie Zbigniewa Peradzynskiego)



