
optycznych: atom-szczeliny SI ,Sl-dane miejsce na ekranie. Gdy rozmiary zródla
S sa tak duze, ze nie mozna uwazac, iz wszystkie atomy swieca w jednym punkcie,
rozklad prazków interferencyjnych jest rózny dla róznych atomów, i w rezultacie
na ekranie otrzymuje sie równomierne oswietlenie, a nie ostry obraz
interferencyjny. Podobnie jest w interferometrze Micheisona. Tu kazdy ciag
falowy ulega rozdzieleniu na dwa i, chociaz kazda z wiazek zawiera bardzo duza
liczbe ciagów falowych, fazy powstalych dwu wiazek sa takie same, jesli róznica
dróg optycznych jest mniejsza od dlugosci ciagu falowego.
Na zakonczenie warto podkreslic, ze zrozumienie warunków powstawania
prazków interferencyjnych zarówno w doswiadczeniu Younga, jak
i w interferometrze Micheisona opiera sie na tym samym modelu zródla
termicznego. Pokazuje to, ze pojecia spójnosci przestrzennej i czasowej, które
wprowadzilismy przy omawianiu doswiadczen interferencyjnych, sa tylko
wygodnym sposobem klasyfikacji faktów eksperymentalnych. Zjawiska
interferencji swiatla zarówno w doswiadczeniu Younga, interferometrze
Micheisona, jak i innych mozna obserwowac i badac znacznie latwiej, jesli
zródlem swiatla w takich doswiadczeniach jest laser. Warunki obserwacji,
o których tu mówilismy, sa spelnione, gdyz i obszar koherencji, i czas koherencji
swiatla laserowego sa znacznie wieksze niz dla zródel termicznych. Dla
zrozumienia tego faktu niezbedna jest jednak dokladniejsza znajomosc zasady
dzialania lasera i sposobu, w jaki swieca atomy. Prosty model zródla termicznego,
którym sie tu poslugiwalismy, jest w przypadku lasera zupelnie nieprzydatny. Nie
wyjasnia on takze innych cech swiatla laserowego zwiazanych z jego wyjatkowa
spójnoscia. Tymi zagadnieniami zajmiemy sie niebawem.

Analityczne lasnO~Li zbioróvl wypuklych Mgr Ryszard KOPIECKI

Przypomnijmy: zbiórA nazywamy wypuklym, jesli wraz z kazdymi dwoma jego
punktami a, b naleza doA równiez wszystkie punkty odcinka o koncacha i b.
Latwo mozna podac przyklady takich zbiorów: wypuklymi sa zbiory
jednopunktowe, odcinki (z koncami lub bez), pólproste, kola, trójkaty, kule,
ostroslupy o podstawach wypuklych i wiele innych zbiorów. Równie latwo mozna
podac przyklady zbiorów, które nie sa wypukle: zbiory dwupunktowe, okrag,
wykresy funkcji trygonometrycznych, kolo z usunietym punktem wewnetrznym
i inne. Interesowac nas beda pewne wlasnoscianalityczne zbiorów wypuklych,
tzn. te, które mozna opisac przy pomocy wlasnosci funkcji na nich okreslonych.
Dzieki badaniu takich wlasnosci uzyskano wiele waznych wyników w samej
matematyce oraz wiele interesujacych zastosowan zbiorów wypuklych w naukach
przyrodniczych zob. np. "Sztuka wygrywania" w tym numerze.
Jak wiadomo, punkty n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej z danym ukladem
wspólrzednych mozna utozsamiac z n-tkami liczb rzeczywistych. Przy takich
utozsamieniach pewnym konstrukcjom geometrycznym odpowiadaja pewne
operacje algebraiczne. I tak dodawaniu punktów (wektorów) w takich
przestrzeniach odpowiada sumowanie ciagów liczb "po wspólrzednych".
Dokladniej, jesli punktoma,b przyporzadkowane sa ciagi ich wspólrzednych
(al' ... , an) i (bl, ... , bn), to sumaa +b ma wspólrzedne(al +bl ,al +bl, ... ,an +bn),
iloczyn punktu a przez liczbe rzeczywistar jest punktem ra o wspólrzednych
(ral,ral, ... , ran)'
Definicje zbioru wypuklego mozemy teraz zapisac tak:
Zbiór A zawarty w przestrzeni euklidesowej nazwiemy wypuklym, jesli wraz
z dowolnymi jego elementami a,bnalezy doA kazdy element postaci t· a +
+(1- t) . b dla O ~ t ~ 1 (skorzystalismy po prostu z parametrycznego opisu
odcinka o koncacha,b; zob. zadanie 1).Funkcjef, okreslona na przestrzeni
euklidesowej i przybierajaca wartosci równiez w przestrzeni euklidesowej,
nazwiemy funkcja lub przeksztalceniem liniowym, jesli
(1)f jest addytywna, tzn.zawszef(a+b) = f(a)+f(b) (dwa znaki plus oznaczaja
tu inne dzialania; pierwszy - dzialanie z dziedziny funkcji, drugi - ze zbioru
wartosci),
(2) f jest jednorodna, tzn. zawszef(r' a) = r' f(a) (podobnie jak poprzednio,
znak iloczynu (kropka) oznacza dwa dzialania mnozenia przez liczbe rzeczywista:
mnozenie okreslone w dziedzinie funkcjif oraz w jej zbiorze wartosci).



Niech W bedzie pewna wlasnoscia
przyslugujaca (lub nie) zbiorom.
Najmniejszym zbiorem o wlasnosci W nazywa
sie taki zbiór, który
10 - posiada wlasnosc W;
2° - jest zawarty w kazdym innym zbiorze

o tej wlasnosci.

Mozemy teraz sformulowac i wykazac kilka interesujacych wlasnosci zbiorów
wypuklych.
WlasnoSC1. Obraz zbioru wypuklego przy przeksztalceniu liniowym jest zbiorem
wypuklym; to samo mozna powiedziec o przeciwobrazach .
DOWÓD. Przypuscmy, zeA jest zbiorem wypuklym, f-przeksztalceniem
liniowym. Powinnismy wykazac, zeobrazf(A) = {a: istniejeP EA, zef(p) = a}
jest zbiorem wypuklym. Niechal i a2 naleza dozbioruf(A) i niechf(Pl) = al,
f(h) = a2 dla pewnychPl' h nalezacych doA. Z zalozenia o wypuklosci zbioru
A kazdy punkt postacitpI +(l-t)h, O ~ t ~ l, nalezy doA. Obrazami tych
punktów sa punktyf{tp l + (I - t)h), lecz funkcjaf jest liniowa, wiec
f(tPl+(1-t)P2) =f(tPI)+f«l-t)p2) = tf(Pl)+(1-t)f(h) = tal+(I-t)a2,

Wykazalismy, ze kazdy punkt postacita l + (1- t)a2 dla O ~ t ~ 1 nalezy do
zbioruf(A), wiec na mocy definicji zbiórf(A) jest wypukly. Czytelnikowi
proponuje jako zadanie: wykazanie wypuklosci przeciwobrazu, przy zalozeniu, ze
obraz jest wypukly.

Przed sformulowaniem dalszych wlasnosci przypomnijmy, ze przez odleglosc
punktu P od zbioru Z rozumiemy kres dolny zbioru liczb{(lep, z):z E Z}, gdzie
e(p, z) oznacza "zwykla" odleglosc punktówP i z (zob. równiez artykuly
M. Moszynskiej, «Delta», 1975, 1, 5, 8). Oznaczmy te odlegloscP od Z przez
d(p, Z). Zauwazmy jeszcze, ze zbiór Z jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy
naleza don wszystkie te punkty, których odleglosc od Z jest równa zeru
(Czytelnik bez trudu dowiedzie tej równowaznosci). Mozemy teraz podac kolejna
wlasnosc zbiorów wypuklych.

Wlasnosc 2. NiechA bedzie zbiorem wypuklymi domknietym orazP - dowolnym
punktem. Wówczas do zbioruA nalezy dokladnie jeden taki punkta, ze
d(p, A) = (l(p, a).

DOWÓD.Mozliwe sa dwa przypadki:d(p, A) = O i d(p, A) > O.

W pierwszym z nich, na mocy domknietosci zbioruA, punkt P nalezy doA,
wspomnianym zas punktema jest sam punktp. Rozpatrzmy drugi przypadek.

Niech d(p, A) = r; wówczas istnieje ciag{Pn} punktów zbioru A taki, ze
lim (l(p, Pn) = r. Taki ciag mozemy utworzyc w nastepujacy sposób:

n->oo

przyporzadkowujemy liczbie naturalnejn dowolny punkt Pn zbioru A spelniajacy
warunek (l(p, Pn) < r + l In. Ciag {Pn} jest ograniczony, gdyz wszystkie jego wyrazy
leza w kuli o srodku w punkciep i promieniu r + l, wiec istnieje jego podciag,
zbiezny do pewnego punktua nalezacego doA (zbiór A jest domkniety). Oczywiscie
(l(p,a) = r. Wykazalismy istnienie co najmniej jednego punktu
a zbioru A o wlasnosci(l(p, a) = r. Wykazemy teraz, ze w zbiorzeA jest
dokladnie jeden taki punkt. Cóz bowiem byloby, gdyby doA nalezal jeszcze
jeden rózny od niego punktb taki, ze(l(p, b) = r? Zbiór A jest wypukly, wiec

wraz z punktami a i b nalezy don np. punkt c= ~ a+ ~ b (tj. srodek odcinka
o koncacha i b). Ale srodek cieciwy o koncacha, b lezy wewnatrz kuli K(p, r),
skad e(p, c) < r. Poniewaz zas jednoczesnie cE A, to wynikaloby stad, ze
d(p, A) ~ (l(p, c) < r wbrew zalozeniu,iz d(p, A) = r.

Wlasnosc 3. Dla kazdego zbioru domknietego i wypuklegoA oraz punktuP nie
nalezacego doA istnieje funkcja liniowaf o wartosciach w zbiorze liczb
rzeczywistych, takazef(p) = l if(h) ~ ° dla kazdego punktub zbioru A.

DOWÓD. Niech punkta zbioru A bedzie punktem, o którym mówi wlasnosc 2,
tzn. d(p, A) = (l(p, a). Oczywisciea =F p, wiec istnieje dokladnie jedna prosta
przechodzaca przez punktya i P; mozna ja przedstawic parametrycznie jako
zbiór wszystkich punktów postacitp + (1- t)a, t E R. Kazdemu punktowiq
przestrzeni przyporzadkowujemy liczbe rzeczywistat, taka ze punkttp + (1- t)a
jest rzutem prostokatnym na te prosta punktu a. Tak okreslone przypor7adkowanie
- oznaczmy je przezf - jest funkcja liniowa (gdyz jest zlozeniem dwóch funkcji
liniowych: rzutowania na prosta i funkcji, przyporzadkowujacej punktowi
tp + (l-t)a liczbe t) oraz spelnia nasze warunki.Istotnie,/(p) = l if(h) ~ O

dla kazdegob E A. Ostatnia nierównosc wynika z prostych faktów geometrycznych:
gdyby istnial chocby jeden punkt c zbioruA, dla któregof(c) > 0, to na odcinku
o koncacha i c (calkowicie zawartym wA na mocy wypuklosci) lezalby punkt
blizszy punktowi P niz punkt a, co jest sprzeczne z okresleniem punktua.
Wprowadzimy na zakonczenie jeszcze jedno pozyteczne pojecie:
Uwypukleniem (powloka wypukla) zbioruA nazywamy najmniejszy zbiór wypukly
zawierajacy zbiórA. Uwypuklenie to oznacza sie symbolem convA.
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Wlasn'osc 3 jest szczególnym przypadkir.m
waznegotwierdzenia o oddzielaniu.
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Korzystajac z wlasnosci 3 mozna udowodnic. ze convA jest czescia wspólna
wszystkich pólprzestrzeni zawierajacych zbiórA. (Dowód tego faktu dla
plaszczyzny jest trescia zadan 4 i 5).
Jesli zbiór A jest domkniety. to convA jest zbiorem tych punktówq. dla których.
dla kazdej funkcji liniowejf o wartosciach liczbowych. liczbaf(q) jest nie wieksza
od kresu górnego zbioru{w: w = I/(a)l. a E A}. Z tego wzgledu convA nazywa
sie czestoliniowa powloka wypukla zbioruA. Jesli teraz zamiast rodziny wszystkich
funkcji liniowych uzyjemy jakiejkolwiek rodzinyF funkcji liczbowych. to
okreslony ta wlasnoscia zbiór nazywamy powlokaF-wypukla zbioru A' Jako
pouczajace cwiczenie proponuje Czytelnikowi znalezienie powlokiF-wypuklej
sumy dwóch odcinków o wspólnym koncu na plaszczyznie. dla rodzinyF
skladajacej sie z jednej funkcjif(x. y) = ln(x2 +y2) (zwykla powloka liniowa
takiego zbioru jest oczywiscie trójkatem).

Zadania

l. Wykazac, ze jesli na plaszczyznie z ukladem wspólrzednych punktya = (al> aa). b = (bl> b2)
oraz x = (Xl. X2) sa wspólliniowe. to istnieje taka liczbat e R. ze

x = ta+(I-t)b.
Wykazac ponadto. zet e < O. 1 > wtedy i tylko wtedy. gdy punktx lezy miedzy a i b lub jest
jednym z tych punktów.
2. Wykazac, ze jesliA c Rk jest zbiorem wypuklym. punktyPl>P2 •...• P. naleza doA oraz
liczby al, a2, ... , a. sa nieujemne i spelniaja warunekal +a2+ ... +a. = 1. to punkt

x = alal +a2a2+ ... +a.a.

tez nalezy doA. (Wsk.: dla n= 2 twierdzenie jest prawdziwe z definicji zbioru wypuklego;
zastosowac indukcje).
3. Pokazac. ze wielokat wypukly na plaszczyznie jest uwypukleniem zbioru wszystkich swoich
wierzcholków.
4. Wykazac. ze jeslif jest funkcja liniowa o wartosciach liczbowych. okreslona na plaszczyznie
kartezjanskiej R2• to dla dowolnego a eR zbiór

{p eR2:f(P) < a}
jest pÓlplaszczyzna otwarta. Jaka nierównosc okresla pólplaszczyzne domknieta? Czy kazda
pólplaszczyzne mozna opisac w ten sposób?
S. Udowodnic, ze jesliA c R2, to convA jest czescia wspólna wszystkich pólplaszczyzn otwartych
zawierajacych A (Wsk.: skorzystac z zadania 1 i wlasnosci 3).

Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKl

n-2

M 61. Dany jest trójkat ABC, w którym * ACB = -n- .180°. gdzie n= 3.4,5, ...• Na

zewnatrz tego trójkata zbudowany jest n-kat foremny o srodkuO, przy czym jednym zjego
boków jest bokAB trójkata ABC. Wyznaczyc i: OCB. (Miedzyszkolne Kolo Matematyczne
w Siedlcach).
Rozwiazanie na str. 12.

M 62. Udowodnic, ze jezeli liczba(n-l)!+l jest podzielna przez liczbe n wieksza od 1. to n
jest liczba pierwsza.(k! jest to iloczyn wszystkich liczb naturalnych od 1 dok).
Rozwiazanie na str. 2.
M 63. Ile ma rozwiazan w liczbach calkowitych nieujemnychXl> X2, •••• X. równanie

Xl +Xa + ...+Xa = n,

gdzie n jest dana liczba naturalna.
Rozwiazanie na str. 4.

Redaguje dr Andrzej ZJEMINSKI

F21. Rura cienkoscienna stacza sie po nieruchomej równi pochylej nachylonej pod katem(I(

do poziomu. Wspólczynnik tarcia poslizgowego wynosip. a) Jaki jest maksymalny katlXm.", przy
którym rura stacza sie bez poslizgu? b) W przypadku ruchu z tarciem energia mechaniczna nie
spelnia zasady zachowania, czesc bowiem energii mechanicznej (oznaczmy ja przez8) ulega
zamianie na energie wewnetrzna (potocznie: na cieplo). Wydawac by sie moglo, ze8 powinno byc
równe po prostu pracy sily tarcia. Czy przypuszczenie to jest poprawne?
Odpowiedzi na str. str. 6 i 8.
(Zadanie Zbigniewa Peradzyns!dego)


