Zagadnienie Catalana

Symbol x|y oznacza: y jest podzielny przez x,

symbol za$§ xiy — zaprzeczenie tego fakiu.

Rorwigzanie sadania MS9.
Nicch w okreslonym momencie zawodnik
b 2y M)

Preypusémy, 2e liczby pp sa wszystkie roine.

7 ma
rozegrane py parti (i =

lMPonjewnz kadna 2z nich nie jest ujemna | kaida
jest nie wigksza od #— 1, wige kidrad 2 nich jest
révsna 0, inna 2ad rdéwna n— 1. Istnieie wigc
rawoalnik. kidry rozegral partie ze wszystkimi
porosiatymi zuwodnikami, 1 istnieje zawodnik
Liory nic gral jesreze 2 zadnym zawodnikiem

4 wiee sprzecznost. Przypuszczenie nasze bylo
2atem falsrywe.

Uwagn: Zauwazmy, #e zadanie to rdzni sic
iylko sformulowaniem od nast¢pujgcego
endania, danego na XV1 Olimpiadrie
Matemalycenej:

W sali znapduje sie A osab (k= 2), Udowodmié |
i co najmnici dwie 2 tyvch os6b maja wirdd
obecaveh t¢ swmy liczbg znajomych,

Lprey jmupemy,
to rownick Bzoa A). (Molemy uwazaé, e
majorm to rawodnicy, ktdrzy grali juz ze soba).
Preytocsone zadaniec mode sluzyd do rozwigzania

te jereli osoba A rna osobe B,

nastgpujacego zadania danego na

XX Olimpiadaie Matemalyeznej:

Dowies¢, #¢ katdy wiclodcian ma co najmniej
dwie dciany o lej sumej liczbie bokow.
(Uwazamy dwie Sciany za

wenajome™’, jedeli

majy wspdlna krawed#),

Dr Andrzej ROTKIEWICZ

W pazdziernikowym numerze «Delty» z ub. roku opowiedzieliimy o ,,Wielkim
twierdzeniu Fermata”, tzn. problemie rozwigzalnosci rownania x"+y" = z"
(gdzie x, y, z i n sq liczbami naturalnymi). Tu zajmiemy si¢ innym slynnym
zagadnieniem dotyczacym poteg, ktére do tej pory nie jest jeszcze w pelni
rozwigzan:, a ktdre znane jest w teorii liczb pod nazwa ,,Przypuszczenie
Catalana’”. Dotyczy ono tzw. poteg wlaéciwych Przez potege wiasciwag
bedziemy rozumieli potege 4, gdzie a i x sg liczbami naturalnymi wigkszymi
od _1edno§01 Sa to wiec potegi: 23, 3%, 52, .... , Przypuszczenie
Catalana’ stowami mozna wyrazi¢ tak:
Nie istnieja dwie kolejne liczby naturalne n i n+1 takie, Ze kazda z tych liczb jest
potega wlasciwg i n # 8. Catalan sformulowal to przypuszczenie w r. 1844,
Uzywajac symboliki matematycznej ,,Przypuszczenie Catalana” mozemy
wypowiedzie¢ tak:
Jedynym rozwigzaniem réwnania

a-p =1,
gdzie a, b, x i y sa liczbami naturalnymi wigkszymi od 1,
jest:a =3, x=2,b=2, y=3.
Chociaz Catalan byl prawdopodobnie pierwszym matematykiem, ktéry
sformutowal t¢ hipotez¢ w powyzej podanej postaci, to szczegdlne jej przypadki
znane byly wczeéniej. Juz w $redniowieczu Levi ben Gerson (1288-1344,
zwany takze Leo Hebraeus) udowodnil, Ze jedynym rozwigzaniem réwnania

3*-2" = +1, gdzie x> 1, y > 1, jest x = 2, y = 3, Przeprowadzimy
tu najpierw dowod dla réwnania

(D) F-2" =1
Jezeli x = 2k+1, to wobec faktu, ze 432 —1|32%—1 jest 4|32%*+1 -3 = 3*_3,
a poniewaz 2’ = 3*—1 = (3*—3)+2, zatem 4[2"-2, stad y = 1 i wobec (1)

rowniez x = 1.

Jezeli za§ x =2k, to 2¥ = 3"—1 = 3%*—1 = (3*~1) (3*+1), skad wynika, ze
Fp1)2v i
) P4l =2,

Niech & = 2m. Oczywiscie / > 1. Mamy 8|3%—1, skad

8|32m—1 = (3™ +1)—2 = 2'-2, co dla / > | jest niemozliwe.

Roéwnanie (2) nie ma wigc rozwiazan dla k parzystego. Jezeli za$ k jest nieparzyste,

to k =2m—1, gdzie m>1 i 3*+1 = 3*""141 = 3(32™ " D—-1)+4,

a poniewaz 8[3*¢"~D_1 wigc 843*+1. Zatem /I =2,k =1ix =2,y = 3.

Rozpatrzmy z kolei rownanie 3*—2% = —1. Wtedy 3*+1 = 2” i wobec przed

chwila przeprowadzonych rozwazan mamy x = 1, y = 2.

W r. 1657 Frénicle de Bassy udowodnil, e réwnanie a*>—5b” = 1, gdzie b oznacza

dowolng liczbe pierwsza i (a, b) # (3,2), nie ma rozwigzan naturalnych

takich, ze y > 1.

W r. 1738 Euler udowodnil, Ze jedynym rozwigzaniem réwnania a*—5* = 1

w liczbach naturalnych a i b jesta = 3, b = 2.

W r. 1850 matematyk francuski Lebesgue udowodnil, Ze rownanie x>+1 = y" nie

ma rozwigzan w liczbach naturalnych x > 1, y > 1, gdy n 2 2.

W 1921 r. matematyk norweski Nagell pokazal, Zze nie istniejg rozwiazania réwnan:
—b" =1, a*—b* = 1, gdzie x > 2.

Problem pokazania, Ze nie istnieja rozwigzania rownania a*—b* = 1, zostal

postawiony w r. 1919 przez Nagella i rozwigzany w 1932 przez Selberga.

Tematem wielu prac bylo réownanie a>—5b* = 1. Nagell w 1921 i 1934 r. pokazal,

ze jezeli a*—b” =1, (a,b,y) # (3,2, 3) i p jest dzielnikiem pierwszym

liczby y, to 8|p—1.

Pézniej (1940) matematyk wegierski Oblith udowodnil, ze jezeli a*—b” =

(a,b,y) # (3,2,3), to p?|2°~* —1i p*37~" —1 dla kazdego p bedacego dzlelnlklem

pierwszym hczby y.

W latach 1961 i 1964 Hyyrd i Inkeri udowodnili, Ze jezeli a*—bY = 1,

(a,b,y) # (3,2,3), to ai b sa bardzo duze, i podali oszacowanie dla liczb a i b.
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Badania te zostaly uwieficzone w kornicu elementarnym i niezwykle pomystowym
dowodem matematyka chinskiego Chao Ko, ktéry w 1964 r. udowodnit, ze
réwnanie @®>—b* = 1 nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych
a>1,b>1,y>1, gdzie (a, b, y) # (3, 2, 3).

Dazono réwniez do tego, aby pokazad, Zze rownanie a*—b” = | nie ma rozwigzan
dla pewnych typow liczb a i b.

Pierwszym wynikiem tego rodzaju byl wynik Gerona (z 1870 r.), ktéry udowodnit,
Ze nie istnieja rozwigzania réwnania a*—b” = 1, gdzie (a, b, y) # (3,2, 3),
gdy a lub b jest liczba pierwsza.

W r. 1941 Oblé4th pokazal, ze jezeli (a, b, x, y) # (3, 2, 2, 3), to nie istnieja rozwig-
zania réwnania a*—b* = 1, gdy wszystkie dzielniki pierwsze liczb a i b

sa jednej z postaci: p = 2%+1 lub p = 2%3°4 1.

W r. 1956 Hampel pokazal, Ze nie istnieja rozwiazania réwnania a*—5" = 1

(z wyjatkiem 3*—23% = 1), gdy |a—b| = 1. Inne dowody wyniku Hampela podali
w 1956 r. Schinzel i Rotkiewicz.

W r. 1952 LeVeque dowiddl, ze dla danych @ i b réwnanie a*—5” = |1 ma co
najwyzej jedno rozwigzanie w liczbach naturalnych x > 1iy > 1.

W 1961 r. Rotkiewicz dowiddl, ze jezeli a*—b* = 1, gdzie x > 1, y > 1,

toa > 1000 i b > 1000.

W 1959 r. matematyk angielski Cassels udowodnil, Zze jezeli a®—b% = 1, gdzie p
i g sg liczbami pierwszymi p > g>2,a>1,b> I, to

plb, gla.

Latwo zauwazy¢, ze cztery kolejne liczby naturalne nie moga byé potggami
wlasciwymi. Rzeczywiscie z czterech kolejnych liczb naturalnych jedna oczywiscie
daje resztg 2 przy dzieleniu przez 4, a wigc nie moze by¢ potgga wlasciwa.

W r. 1962 A. Makowski z twierdzenia Casselsa wywnioskowal, Ze nie istniejg trzy
kolejne liczby naturalne, ktdre sa potggami whasciwymi.

Rzeczywiscie, nie uszczuplajac ogdlnosci mozemy przyjqé 7e wyktadniki
wymienionych poteg wlasciwych sa liczbami pierwszymi. Niech teraz z", y? i x*?
beda kolejnymi potggami whasciwymi:

(3) xP—yt'=1 oraz y-z'=1.

Na mocy twierdzenia Casselsa mamy g|x i ¢|z, skad wobec (3) mamy g|x*— z" = 2
i g =2, aponiewaz p > 1, r > 1, wigc 4|xP—z" = 2, co jest oczywicie niemozliwe.
Nasze rozwazania konczymy podaniem wyniku matematyka holenderskiego
Tijdemana. Otéz w 1974 r. udowodnit on, Ze réwnanie ¢*—5b* = 1 ma w liczbach
naturalnych a, b, x, y wigkszych od 1 skonczong liczbg rozwigzan.

Istnieje wigc liczba naturalna M taka, ze oile a*—b" = 1, toa < M, b < M,
x< M, v < M.
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sig sila elektromotoryczna ¢ réwna 3 V. Poniewaz calkowity opor obwodu wynosi 3 (1, w obwodzic bedzie plyngl

pqdonllgtmm!r&ﬂml&ﬁdybyﬂh“‘ yezna w obwodzie byla przylo przez wiy e baterii
(jak w zadani Fl9] b Apie icdzy punk i 4 i B moglibyimy wyznaczyé korzystajgc  prawa Ohma.
W tym zadani icjsce przylotenia induk --—.lﬂy*ktwtmme)mokmﬂannuﬂ:uww
jed znie okreilié iecia migdzy punktami 4 i 87 Okazuje sig, 2¢ nie. Rozwazmy pomi ecia przy p
wol ierza podly 21 domhmdlsvdhgmwwpm;rchnamunmnInsIb
Napiszmy prawo Kirchhoffa dla zamknigtych obwoddéw ACBY | ADBY dia obu sch tHh dl: A wol ierza
Wikazania wollomierza oznaczamy literg U oraz zakladamy, #e punkt A lgczymy z zaciskiem 4+ wo!mmiam
a kierunek indukowanego pradu jest taki, jak na rysunkach
Otrzymamy:
dla schematu | a: U=I1-Racp =1V (cbwdd ACBYV),

U=g¢g~I'Rapan= 1Y (obwid ADBV).
Naledy zauwalyd, 2e w obwodzie ADBV przy tym schemacic polgczed wystgpuije sila elektr toryczna indukcii «,
dia schematu | b: U=1I Ricoa—e= -2V (obwdd ACBV),

U= =I-Raps = =2V (obwid ADBV).
Teraz sila elektromotoryczna indukeji wystepuje w obwodzie ACHV.
W rzaletnodci od sposobu przylgczenia wol ierza uzyskalis ratne wyniki. Czyli w przypadku wysigpowania sily
elektromotoryczne j indukowanej (ogélnicj: gdy istnicjg pola yczne zmi w czasie) nie istnieje jednornacznie
okreilony elektryceny potencial skalarny. Gdybyimy druty laczgee woltomierz z punktami A | B obwingli
wielokrotnie wokdl walca, woltomierz wskazalby jeszcze inne wartodci napiccin. Ogdlna odpowicd# jest nasigpujgea:

U= —(24+m)V, n=0, %12, ..
zaleznie od tego, jak doprowadzone sg druty od punktéw A i B do zaciskow woltomierza.
Pordwnujac zadania FI19 i F20 mod sobie niwiadomié réinicg miedzy silami clektr yeznymi: preyh

i indukowang.



