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Jak przekonaliémy si¢ w pierwszych dwoch czeéciach tego artykuly, postugujac
si¢ metryka mozna w naturalny sposéb zdefiniowaé réZne pojecia geometryczne.
Niektére z nich sa pojgciami znanymi i uzywanymi ,,na co dzien”,
—tj. w przypadku przestrzeni lub plaszczyzny euklidesowej (ze zwykla metryka).
ale rozszerzonymi na dowolne przestrzenie metryczne.
Wprowadzone pojecia pomagajg bada¢ wlasnoéci przestrzeni metrycznych oraz
porownywac rézne przestrzenie. Zapyta kto$, o jakie wlasnodci chodzi i pod jakim
wzglgdem chcemy te przestrzenie porownywac. Stusznie. Na to wlasnie pytanie
postaramy si¢ teraz odpowiedzie¢. Pomoze nam w tym jedno z podstawowych pojec
wspolczesnej matematyki; pojecie funkcji.
WeZzmy pod uwage dwie przestrzenie metryczne (X, o) i (X', 0'). Moze si¢ zdarzy¢,
Ze istnieje taka funkcja fzbioru X na zbiér X', ktéra zachowuje odleglo§é
dowolnych par punktow, tj. funkcja f : X "* X’ spelniajaca warunek
(1) o' (f(p), f(q@)) = e(p, q) dla dowolnych punktéw p i g ze zbioru X.
Taka funkcja f nazywa si¢ izometriq.
»Na’ znaczy, ze kazdy punkt p’ ze zbioru X’ odpowiada jakiemus punktowi p ze
zbioru X, tj.
(2) dla kazdego p’ nalezacego do X" istnieje punkt p nalezacy do X, taki ze f(p) = p'.
Z warunku (1) wynika, ze kazdy punkt p’ ze zbioru X’ moze odpowiadaé tylko
Jjednemu punktowi p, tzn.
(3) jesli f(p) = f(q), top = gq.
Pamictamy, ze o(p, ¢) = 0 wtedy i tylko wtedy ~ Funkcja spelniajagca warunki (2) i (3) nazywa si¢ wzajemnie jednoznaczng (albo:
gdy p =g réznowartosciowq). A wigc kazda izometria jest funkcjg wzajemnie jednoznaczng.
O takich dwdéch pfzestrzeniach, dla ktérych istnieje izometria jednej z nich na druga,
mowi si¢ Ze sa izometryczne.
Jesli na przyklad X i X’ sa dwoma okrggami o tym samym promieniu,
a zarowno g jak p' jest metryka tukowa (patrz I czg$¢ artykutu),
to przestrzenie (X, p) i (X', ') sa izometryczne. Jezeli natomiast (X, o)
jest okregiem z metryka lukowa, a (X', o) okregiem ze zwykla metryka,
to (X, o) i (X', ') nie s3 izometryczne. Zeby si¢ o tym
przekonaé, zauwazmy, ze dla dowolnej izometrii / prawdziwa jest nastgpujaca

implikacja:
x lety migdzy a i b w przestrzeni (X, o), jedli  (4) jeZeli punkt x lezy migdzy a i b, to f(x) lezy migdzy f(a) i f(b).
@, x) +.0x, b) = o(a, B). Gdyby wigc istniala izometria f okrggu X z metryka lukowa g na okreg X’z metryka
X X zwykla o, to izometria ta przeprowadzataby punkty zbioru X lezace migdzy a i b

a f(a) na punkty zbioru X’ lezace miedzy f(a) i f(b). Tymczasem w zbiorze X’
o jedynymi punktami, ktére leza miedzy f(a) i f(b) (w sensie metryki o), sa same
4 tb) punkty f(a)i f(b). A wigc caly tuk o koricach 4, b_m_usia}by. przejsé na zbidr co najwyzej
2-punktowy — wbrew wzajemnej jednoznacznosci funkcji f.

Latwo sprawdzi¢, Zze z innymi pojeciami wprowadzonymi poprzednio rzecz ma sig¢
podobnie, jak z relacjg lezenia migdzy. Mianowicie dla dowolnej izometrii [
przestrzeni (X, p) na (X', ¢o'):
(5) jezeli x jest srodkiem pary a, b, to f(x) jest srodkiem pary f(a), f(b);
(6) kula Ky, o (a, 4) przechodzi na kulg K x., ,»(f(a), 1);
(7) zbidr Intey, 4 A przechodzi na zbidr Inty., o, f(A) (przy czym f(A)jest obrazem
zbioru A4, czyli zbiorem punktéw postaci f(p), dla wszystkich p nalezacych do A).
Ostatni warunek mozna zapisa¢ w postaci:

(7") f(Int4) = Intf(A4).




ﬁ Jako wniosek z tego, ze kazda izometria spelnia warunek (5), otrzymujemy

' nastgpujace twierdzenie:

Rozwigzanie zadania MS8. (8) Jezeli przestrzen (X, o) jest wypukla (mocno wypukla), to kazda przestrzen z nig
Niech O bedzie punktem przeciecia przekatnyeh  jzometryczna jest tez wypukla (mocno wypukia).
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izometrycznej, mowi sig, Ze jest niezmiennikiem izometrii. A wigc wypuklo$¢ i mocna
wypuklo$¢ sa niezmiennikami izometrii.

Z twierdzenia (8) wynika, Ze plaszczyzna z metrykg zwykla i plaszczyzna z metryka
miejskg nie sq izometryczne (por. I czeg$¢ artykulu). Podobnie jest dla
plaszczyzny z metryka zwykla i z metryka kolejowa, ale dowdd jest trudniejszy.
Mamy wigc pewien sposéb pordwnywania przestrzeni metrycznych — z punktu
widzenia tzw. geometrii metrycznej, czyli teorii, ktéra zajmuje

si¢ niezmiennikami izometrii. Nie jest to bynajmniej jedyny mozliwy

punkt widzenia. Przedstawimy tu krotko jeszcze jeden.

Funkcj¢ wzajemnie jednoznaczna f :X — X’ nazywa si¢ homeomorfizmem przestrzeni
(X, 0) na (X', ¢), jezeli spelnia warunek (7°).

Jasne jest, ze kazda izometria jest homeomorfizmem. Nie jest jednak na odwrot,
a wigc klasa homeomorfizmoéw jest istotnie szersza od klasy izometrii.

Dla dowodu rozwazmy plaszczyzne z metryka zwykla (E?, p) i plaszczyzng z metryka
miejska (E?, ¢). Funkcja f:E* — E? okre$lona wzorem

f(p) =p dla kazdego punktu p,
przeprowadza dowolny podzbior 4 plaszczyzny na ten sam zbidr, tzn.

f(4) = A dla kazdego zbioru A.

Zatem funkcja f spelnia warunek (7'), a wiec jest homeomorfizmem. Oczywiscie
f nie jest izometria — pokazaliémy przeciez, ze dla tych dwu przestrzeni izometria
nie istnieje. Te dwie przestrzenie sa wigc homeomorficzne, ale

nie sg izometryczne.

Teoria, ktéra zajmuje si¢ niezmiennikami homeomorfizmdow, nazywa si¢ topologig.
Dwie przestrzenie moga si¢ wigc rézni¢ pod wzglgdem metrycznym (z punktu
widzenia geometrii metrycznej), chociaz nie réznig si¢ pod wzgledem topologicznym
(z punktu widzenia topologii).

Na czym polega réznica pomiedzy takimi pojeciami, jak relacja lezenia migdzy,
zbior $rodkdéw, kula, a takimi, jak wnetrze, domknigcie, otwarto$é, domknigtosé,
gestose, brzegowosc? (por. II cze$é artykutu). OdpowiedZ pozostawiamy
Czytelnikowi. Pomoga mu zadania 1 i 2.

Zadania

1. Wykazaé, ze implikacje (4), (5) i (6) nie sa prawdziwe dla dowolnego homeomorfizmu.
2. Dowieéé, ze dla dowolnego homeomorfizmu f przestrzeni (X, p) na (X’, 0)
(a) f(Cl4) = Cl f(A),

(b) otwarty otwarty
© domkniety domkniety
zbior A jest w (X, p) wtedy i tylko wtedy, gdy f(A) jest w (X', ).
() gesty gesty
(e) brzegowy brzegowy

3. Dowie$¢, ze warunek (b) z zadania 2 jest réwniez dostateczny na to, by funkcja

(wzajemnie jednoznaczna) S/ byla homeomorfizmem.

4. W zbiorze X wprowadzono dwie rézne metryki: g i p’. Dowie$¢, Zze na to, by funkcja /X — X
okreslona przez wzor f(p) = p byla homeomorfizmem przestrzeni (X, p) na (X, ¢"),

potrzeba i wystarcza, by metryki ¢ i p” byly rownowazne.

Wskazowka: skorzysta¢ z zadania 3.

5. Zadanie 4 z II czgdci artykutu («Deltas, 1975, 5) jest blednie sformulowane. Jak nalezy je
poprawi¢? Jakie wystarczy przyjaé zalozenia, by domknigcie kuli bylo kula domknigta?



