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Jezioro na pustyni—sen czy jawa?

Slyszale§ z pewnoscia, jak przykre przygody spotykaja wedrowcéw na pustyni.
Kiedy spragnieni wypatruja wody i chlodu, ukazuje im si¢ jezioro.

Uradowani podazaja w jego kierunku, ale, ku ich rozpaczy, okazuje sie,

ze bylo to ztudzenie. Skad si¢ ono bierze? Czy zmeczeni ludzie $nia na jawie?
Czy mozna je naukowo wyjas$ni¢? Zjawisko to, zwane mirazem,

jest bardziej pospolite, niz by si¢ wydawalo.

Czy pamigtasz, co mowili§my o torze promieni $§wietlnych w o$rodku, ktérego gestosé
zmienia si¢ od punktu do punktu? Tor ten jest zakrzywiony. Promienie

sloneczne, na przyklad, docierajg do naszych oczu bardziej stromo, niz powinny,
gdyby biegly po linii prostej. Dzieje si¢ tak z tego powodu, Ze atmosfera

ziemska jest tym gestsza, im blizej znajduje sie Ziemi. Tak jest w ogdlnosci,

ale w poblizu powierzchni Ziemi moga dzia¢ si¢ dziwne rzeczy. W gorace,
sloffeczne dni powierzchnia Ziemi silnie si¢ nagrzewa. Tuz nad Ziemig powstaje
wtedy cienka warstwa rozgrzanego powietrza o znacznie mniejszej gestosci niz
warstwy polozone wyzZej. Promienie §wiatla, biegnace od dalekiego przedmiotu
ukosnie do powierzchni Ziemi, przechodzac przez t¢ warstwe zmieniaja w niegj
swoj kierunek tak, ze po wyjéciu z niej oddalajg si¢ od Ziemi i mogg trafié

do naszych oczu. Tak wigc blgkitne jezioro, ktore ukazuje sie

podréznym na pustyni, jest po prostu obrazem nieba powstalym na tle gorgcego
piasku.

ZAGADKA

Dlaczego latem, przy upalnej pogodzie, widzimy na szosie daleko przed soba
blyszczace kaluze, ktore znikaja, gdy si¢ do nich zblizamy?

RUCHOMY HORYZONT

Czesto sie zdarza, ze tuz nad Ziemia tworzy si¢ warstwa powietrza chlodnego,
cigzkiego, a nad nig warstwa powietrza cieplejszego, o mniejszej gestosci. Wtedy
krajobraz, ktéry normalnie jest niewidoczny, poniewaz lezy ponizej linii horyzontu,
staje si¢ widoczny. Zjawisko pozornego ,,podniesienia si¢ horyzontu’ obserwujemy
najczesciej przy brzegach moérz. Ciekawy opis tego zjawiska podal badacz

z Obserwatorium Morskiego w Gdyni: ,,[...] czasami osada Hel jest w tak
nienaturalny sposob rozszerzona i podniesiona, ze wida¢ poszczegdlne domy, chociaz
odleglo$¢ od Gdyni do Helu wynosi 18 km i w warunkach zwyklych osada nie
jest widoczna. Obserwowany byl réwniez przypadek, gdy caly Gdansk ,,wisial

w powietrzu wyraznie oddzielony od lustra morza [...] Przy zmianach kierunku
wiatru zjawisko szybko zanika”. Gdy bedziesz kiedy§ nad morzem, obserwuj
kazdego pogodnego dnia krajobraz w poblizu linii horyzontu. Na pewno uda ci sig
zobaczy¢ podobne zjawisko.
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DLACZEGO GWIAZDY MIGOCZA?

Natomiast niezaleznie od tego, gdzie si¢ znajdujesz, warto Zeby$ wybral si¢ na
obserwacje nocnego nieba. Spojrz na gwiazdy polozone niezbyt wysoko nad
horyzontem. Nie $wieca one w sposob ciagly, lecz migocza. Stale zmienia sig ich
blask i barwa. Przyczyna migotania gwiazd sa szybkie pulsacje

powietrza w dolnych warstwach atmosfery, spowodowane

promieniowaniem ciepta przez powierzchni¢ Ziemi. Podobne drganie

powietrza, tylko na mniejsza skalg, mozesz zobaczy¢ nad

ogniskiem, nad lokomotywa, kominem albo nawet nad ziemig w upalny, stoneczny
dzien.

ZJAWISKO [ HALO"

Kat najmniejszego odchylenia £ wigze  Gwiazdy migocza w kazda pogodng noc, za to troche trudniej jest zaobserwowaé
si¢ z katem lamigcym pryzmatu A jnpe, bardzo ciekawe zjawisko na nocnym niebie. Jest nim wielki
;a:;ii:iﬁzx'&::“i:_lam“"’a . krag $wietlny wokdél Ksiezyca, tzw. ,,halo’. Nie nalezy go myli¢

fpiiios z malym wieficem okalajacym Ksigezyc. Halo jest pierScieniem o promieniu,
ktory wida¢ pod katem 22°. Jedli nie wiesz, ile to jest, pomozZe ci
taka metoda: wyciagnij przed siebie reke i rozléz szeroko palce.
Jesli kciukiem zastonisz Ksigzyc, czubkiem malego palca mozesz zatoczyé

 A+D -
sin A = nsIn + -

Gdy kat lamiacy pryzmatu A4 wynosi

60°, a wspolczynnik zalamani T i g i
e ]‘:3:‘::;;;',‘“"' —— okrag o promieniu, ktdry widzisz pod katem okoto 20°.
60°4D - Halo nie wystgpuje przy kazdej pogodzie. Nie zobaczysz go w bardzo pogodng noc,
sin——>—— = 1,31sin30° = 1,31 - kiedy niebo jest calkowicie bezchmurne. Podobnie, nie ma co wyrusza¢ na obserwacje
| przy pelnym zachmurzeniu. Idealne warunki — to lekko zasnute mglg niebo.
5 = 0,655

2 o Warunki sprzyjajace utworzeniu si¢ halo wokét Ksigzyca

Wartos¢ sinusa 0,655 odpowiada zdarzaja si¢ $rednio raz na cztery dni, czyli dosy¢ czesto.

Nawet wiosng i latem, kiedy na Ziemi jest cieplo, wysoko w gorze panuje mroz.
W chmurze znajduje si¢ bardzo wiele matych krysztatkéw lodu,

ktérych przekréj ma ksztalt sze$ciokata foremnego.

Te krysztatki lodu dziatajg jak pryzmat o kacie tamigcym 60°. Odchylaja

promien $wietlny o pewien kat, zalezny od ich ustawienia wzgledem

tego promienia. Obliczono, Ze kat ten jest nie mniejszy niz 22°. Dlatego

tyle wlasnie wynosi kat odpowiadajacy wewngtrznej krawedzi pierscienia.
Mowilismy dotad o halo ksigzycowym, ale podobny krag mozZesz zaobserwowaé
wokél Stofica. Musisz byé ostrozny, zeby nie oslepilo cig¢ §wiatlo biegnace
bezposrednio od Slorica. Najlepiej stana¢ w cieniu albo dlonig zastoni¢ oczy.
Poniewaz halo sloneczne i ksigzZycowe powstaje w tych samych warunkach
atmosferycznych, wige przy odrobinie szczgscia mozesz zaobserwowaé oba na raz:
jeden pier§cien wokot zachodzacego Slorica i drugi — wokot wschodzacego Ksigzyca.
Radze ci zalozyé dziennik obserwacji. Notowalby§ w nim datg, pogode¢ oraz
fakt zaobserwowania halo slonecznego i ksiezycowego. Jesli jeste$ fotoamatorem,
sprobuj halo sfotografowa¢. Pamigtaj, ze konieczny jest do tego zotty filtr.

Podziel si¢ z nami wynikami swoich badan.

: 60°4- D .
katowi 40.9". Stad 5 = 40,9°,

a wiec D = 218",




Jak sobie radzi¢ z utamkami okresowymi

Marek wrécil z wakacji bardzo przejety — odkryl sprzeczno§¢ w matematyce.
Zaczglo si¢ od kupowania biletéw na pocigg. Na legitymacji szkolnej Marek
przeczytal: ,uprawnia do znizki 33%. — Kto to wymyslil, 33% 7 — dziwil sie.

Mama wyjasnila mu, Ze widocznie chodzi o, lecz nie udalo si¢ jej

3 ?
przekona¢ syna. — Przeciez 3 - 33% to 99%, a nie 100%. — Marek mial coraz

wigcej watpliwosci. Wreszcie dokonal odkrycia.

— Jesli rozwingé % w ulamek dziesi¢tny — opowiadat z przejeciem — otrzymamy
ulamek okresowy 0,333.... Pomnézmy to przez 3: otrzymamy 0,999....

Ale—;- -3 musi by¢ réwne 1, a nie zadne 0,999... — konczyl swoje

opowiadanie. WyraZna sprzecznos$c.

Oczywiscie, Marek nie znalazl w matematyce sprzecznoéci i nie udalo si¢ to
dotychczas nikomu. Tym niemniej odkrycie Marka jest bardzo ciekawe i warto
o nim porozmawiacd.

Wszystko wyjasnia si¢ bardzo prosto: 11 0,999... to tylko dwa rézne sposoby
zapisania tej samej liczby. Sprobuj¢ was o tym przekona¢.

Zgodzicie si¢ chyba, ze 0,999... nie jest wigksza od 1. Ale okazuje sig, Ze nie jest
tez liczba mniejsza niz 1. Dlaczego?

Sprawdzmy, czy réznica 1—0,999... jest wigksza od zera (tylko

wowczas 1 jest wigksze od 0,999...).

Kazda liczba wigksza od zera jest réwnocze$nie wigksza od chociazby jednej z liczb:

L s T R

107 100 > 1000 * 10000 °
(trzy kropki zastepuja zwrot ,,i tak dalej” wskazujac, Ze wyliczylem
nieskonczenie wiele liczb).

: 16 P _
Na przyklad liczba 9975 jest wigksza od —— o 000 liczba 783 000 74 jest wieksza
1 ; ' . 1
od 56000000 * liczba 0,000562 jest wicksza od —o- (dlaczego?).
0 e a . ]_ 1
Tymczasem liczba 1 — 0,999... jest mniejsza od wszystkich liczb: % » 760 * T000 *
l 1

10000 * Sprawdzmy dla przykiadu, Zze 1 — 0,999... jest mniejsze od 1000°

: 1

Liczba 1 — 0,999 .. jest mnicjsza od 1000 °

Sprawdzamy.

0,999... jest liczba wieksza od 0,999 (dlaczego?).

Wobec tego 1 — 0,999... jest mniejsze od 1 — 0,999
i :

1—0,999 = 1000 °

Ostatecznie: 1 — 0,999... jest mniejsze od 1000 °

Co wynika z tych obliczen?

Liczba, ktdra nie jest ani ujemna, ani-dodatnia, moze by¢ tylko zerem.
1—0,999... =0.

Zapisujac inaczej: 1 =0,999.. .,
Ciekawy jestem, jak si¢ wam to podoba?
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Moim zdaniem nie trzeba si¢ martwi¢, Ze liczba 1 ma dwa réZne rozwiniecia
dziesi¢tne: 0,999... i 1,000....
Uwazam, Zze byloby znacznie gorzej, gdyby nie mozna bylo zapisywa¢ liczb réznymi
sposobami.
Zeby was o tym przekonaé, podam kilka przykladéw:
Przyklad 1.
Jesli chee liczbe —-}dodaé do % , najwygodniej przedstawi¢ ja w postaci % :
Natomiast, gdy chceg ja dodaé¢ do 0,73, wygodniej bedzie uzy¢ zapisu 0,20.
Unmiej¢tnos¢ zapisywania liczb w rézny sposéb przydaje si¢ do dzialan na ulamkach
okresowych.
Pamigtacie zapewne z lekcji szkolnych, ze ulamek okresowy 0,333... umowilismy
si¢ zapisywac¢ krotko: 0,(3). Nawias w tym zapisie oznacza, Ze trojka powtarza si¢
nieskoriczenie wiele razy. Czy zwrdciliScie uwage, ze zamiast 0,(3) moZna napisac
inaczej?
Na przykiad: 0,3(3) albo 0,(33), albo 0,33(33333) itp.
Podobnie, 0,747474... mozna zapisa¢ na wiele sposobéw:

0,(74) 0,747) 0,(70)+0,(04) 0,7(07)+0,(04).
A oto dalsze przyklady. Ocericie sami, czy nie jest wielkg wygoda zapisywanie liczby
w rézny sposob?
Przykiad 2.
Jak dodaé 0,(23) i 0,(405)?
0,(23) zapisujemy w postaci 0,(232323),
0,(405) zapisujemy w postaci 0,(405405).
Teraz juz latwo dodac te liczby:
0,(23)+0,(405) = 0,(637728).
(Czy nie przypomina to wam sprowadzania do wspdlnego mianownika?).

Przyklad 3.

Jak pomnozy¢ 0,(83) przez 27

0,(83) zapisujemy inaczej: 0,8+ 0,0(38) (sprawdzcie!).

2-0,(83) =2-0,8+2-0,0(38) = 1,64+0,0(76) = 1,6(76) = 1,(67).

Przykiad 4.

Jak pomnozy¢ 0,(84) przez 7?

0,(84) zapisujemy inaczej:

0,8 +0,0(08)+0,(04) (sprawdzcie!).

7-0,(84) = 7-0,8+7-0,0008)+7-0,(04) =
= 5,6+0,0(56)+0,(28) =
= 5+0,6(56)+0,(28) =
= 5+0,(65)+0,(28) =
= 5,(93).

Kto nie dowierza, niech sprawdzi:
28 28 196

0,(84) = ‘ﬁ 7'§ = —33— = 5,(93).

Na zakoriczenie proponuj¢ kilka zadan:
1. Zastanéwecie sig, jak dodaé¢ 0,(79) do 0,0(48)?
2. Jak mnozyé utamki okresowe przez 10, 100, 1000, ...?7
3. Sproébujcie obliczy¢:
2,(71) - 0,06,
0,(42) - 158

Malg Deltg przygotowali: P. Nowicki i D. Zieminskn



