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Jedno z zadan na pisemnym egzaminie wstepnym na wyzsze studia matematyczne mialo
nastepujaca tresc: "Na plaszczyznie dany jest dowolny czworokat. Ile elementów moze miec zbiór
izometrii l>rzeksztalcajacych ten czworokat na siebie?".

Zadanie to sprawilo wiekszosci kandydatów znaczne trudnosci. Dlatego warto zastanowic sie nad
kilkoma zwiazanymi z nimi problemami. Potraktujemy przy tym zagadnienie ogólniej,
a mianowicie bedziemy zajmowali sie izometriami przyksztalcajacymi dowolne figury ograniczone
(w szczególnym przypadku - wielokaty) na siebie. Na wstepie zasadnicze pytanie: Jakie izometrie
moga przeksztalcac figure ograniczona na siebie? Aby na nie odpowiedziec, wystarczy znac
podstawowe twierdzenia dotyczace izometrii plaszczyzny, które dla ulatwienia przytaczamy
na sasiedniej stronie. W oparciu o nie latwo stwierdzimy, ze izometriami, o które pytalismy,
sa symetrie osiowe i obroty (nietrudno wskazac przyklady odpowiednich figur), nie
moga zas nimi byc ani przesuniecia, ani symetrie z poslizgiem. Wezmy bowiem dowolny
punkt rozpatrywanej figury. Gdyby jakies przesuniecie (symetria z poslizgiem) przeksztalcalo
te figure na siebie, to równiez n-krotne zlozenie tego przesuniecia dla dowolnegon naturalnego
mialoby te wlasnosc na mocy50 (dla symetrii z poslizgiem wezmy 2n.-krotne zlozenie,
aby otrzymac translacje - patrz60). Tak wiec, wobec dowolnoscin odleglosc rozpatrywanego
punktu od jego obrazu, nalezacego takze do tej figury, moglaby byc dowolnie duza,
co przeczyloby zalozeniu ograniczonosci figury. Twierdzenie to upraszcza nam znacznie sytuacje
rozpatrywana w zadaniu przytoczonym na poczatku artykulu. Uprosci sie ona jeszcze bardziej,
gdy zauwazymy, ze jesli i obrót i symetria przeksztalcaja figure ograniczona na siebie, to srodek
obrotu nalezy do osi symetrii. Gdyby bowiem do osi symetrii nie nalezal, to zlozenie tych
przeksztalcen, bedace na mocy40 symetria z poslizgiem o wektor niezerowy, przeksztalcaloby takze
te figure na siebie, co, jak juz ustalilismy, jest niemozliwe. Podobnie mozemy udowodnic, ze jesli
dwie symetrie osiowe przeksztalcaja figure ograniczona na siebie, to ich osie sie przecinaja.
Tu juz nam zapewne intuicja podpowiada, ze jesli dwa obroty przeksztalcaja figure ograniczona
na siebie, to ich srodki sie pokrywaja. Dowód tego faktu kazdy z nas przeprowadzi chyba bez
wiekszych trudnosci (wskazówka: udowodnic, ze zlozenie dwu obrotów wokól róznych srodków
zlozone ze zlozeniem w takiej samej kolejnosci przeksztalcen do nich odwrotnych jest
przesunieciem).

Ustalmy z kolei, jak wyglada skladanie izometrii przeksztalcajacych dana figure ograniczona
na siebie. Z poprzednich rozwazan wynika, ze wystarczy rozpatrzyc trzy przypadki:
- zlozenie dwu symetrii osiowych o osiach przecinajacych sie; w wyniku otrzymamy obrót
wokól punktu przeciecia (o jaki kat?);
- zlozenie dwu obrotów o wspólnym srodku; w wyniku otrzymamy takze obrót wokól tego punknt
(o jaki kat?);
- zlozenie obrotu i symetrii osiowej o osi przechodzacej przez srodek obrotu; w wyniku
otrzymamy oczywiscie symetrie osiowa (wzgledem jakiej prostej?).

Dla zilustrowania tych zagadnien proponujemy skonstruowanie prostego przyrzadu. Potrzebne
nam do tego beda: kartka, kawalek tekturki, nozyce, linijka, olówek. Przyrzad sklada
sie z dwu czesci. Pierwsza stanowi kartka. Na kartce tej rysujemy figure, która bedziemy
przeksztalcac, i oznaczamy jej charakterystyczne punkty, srodek obrotów i osie symetrii (warto
oczywiscie wybrac taka figure, która ma kilka osi symetrii i która kilka obrotów przeksztalca
na siebie). Narysujmy tez obok figury strzalke, wskazujaca na tej figurze dowolne,
wybrane przez nas miejsce. Druga czesc, ruchoma, bedzie stanowila wycieta z tekturki
figura przystajaca do narysowanej. Oznaczmy na niej, po obydwu stronach, punkty
odpowiadajace punktom figury z kartki, oczywiscie takimi samymi literami, ale z "primami".

To bedzie obraz naszej figury. Przylózmy teraz ruchoma czesc do narysowanej figury w sposób
odpowiadajacy polozeniu tozsamosciowemu; w miejscu wskazanym przez strzalke wpiszmy
na czesci ruchomej wyraz "tozsamosc". Wykonujmy teraz czescia ruchoma ruchy odpowiadajace
obrotom i symetriom przeksztalcajacym te figure na siebie, za kazdym razem startujac
z polozenia tozsamosciowego i za kazdym razem wpisujac, takze na czesci ruchomej,
w miejscu wskazanym przez strzalke, jakie przeksztalcenie wykonalismy.l to juz wszystko. Przyrzad
jest gotowy. Jesli teraz, startujac z polozenia tozsamosciowego, wykonamy kolejno kilka
przeksztalcen naszej figury, obracajac odpowiednio ruchoma czesc naszego przyrzadu, to w miejscu
wskazanym przez strzalke odczytamy, jakie przeksztalcenie jest wynikiem zlozenia tych
przeksztalcen.
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Dla przykladu zamieszczony jest ponizej rysunek takiego przyrzadu, w którym wybrana figura
jest szesciokat foremny.
Oczywiscie po wszystkich tych uwagach zadanie, o którym mówilismy na poczatku, kazdy sam
rozwiaze z latwoscia.

Rysunek ukladu w plaszczyznie prostopadlej
do osi walca
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Co O izometriach plaszczyzny warto wiedziec

]O Kazda izometrie plaszczyzny mozna przedstawic jako zlozenie jednej, dwu lub trzech symetrii
osiowych.

20 Zlozenie dwu symetrii osiowych jest obrotem lub przesunieciem (kiedy, czym?).

30 Zlozenie trzech symetrii osiowych jest symetria osiowa wtedy i tylko wtedy, gdy osie symetrii sa
wspólpekowe. to znaczy przechodza przez jeden punkt, lub sa parami równolegle.

40 Zlozenie trzech symetrii osiowych jest symetria z poslizgiem, czyli zlozeniem symetrii
osiowej i przesuniecia o wektor równolegly do osi symetrii (warto sobie przypomniec dowód
tego faktu). Jesli osie symetrii nie sa wspólpekowe, to wektor poslizgu jest niezerowy.

50 Zbiór izometrii przeksztalcajacych dana figure na siebie z dzialaniem skladania tworzy grupe
przeksztalcen.

60 Gdy symetrie zposlizgiem zlozymy ze soba, otrzymamy przesuniecie o wektor równy
podwojonemu wektorowi poslizgu.
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Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

MS8. Udowodnic, ze jezeli kazda przekatna czworokata wypuklego dzieli go na trójkaty o równych
polach, to jest on równoleglobokiem. (W. Mnich)
Rozwiazanie na str. 5.

MS9. W turnieju szachowym, w którym kazdy zawodnik gral z kazdym dokladnie jeden raz,

uczestniczy n zawodników (n > 1). Udowodnic, ze w kazdym momencie sa co najmniej dwaj
zawodnicy, którzy rozegrali te sama liczbe partii. (W. MniCh)
Rozwiazanie na str. 12.

M60. Udowodnic, ze w kole o promieniu I nie mozna wybrac wiecej niz 5 punktów takich, ze
odleglosc miedzy dowolnymi dwoma sposród nich jest wieksza od l. (W. Mnich)
Rozwiazanie na str. 15.

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F20. Dany jest pret zelazny w ksztalcie nieskonczenie dlugiego prostoliniowego walca o przekroju
kolowym Pret ten jest magnesowany podluznie w ten sposób, ze przenikajacy go strumien

magnetyczny narasta jednostajnie w czasie o 3 webery na sekunde. W plaszczyznie prostopadlej
do osi walca umieszczono wokól niego obwód kolowy zlozony z dwu drutów o oporach
odpowiednio 1n i 2 n. Jakie beda wskazania woltomierza o bardzo duzym oporze,
podlaczonego do punktówA i B (patrz rysunek) lezacych na zlaczach drutów? (Nadeslal J. P.).
Rozwiazanie na str. 13.
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