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Jedno z zadan na pisemnym egzaminie wstepnym na wyzsze studia matematyczne miato
nastepujacq tresé: ,,Na plaszczyZnie dany jest dowolny czworokat. Tle elementow moze mie¢ zbior
izometrii przeksztalcajacych fen czworokat na siebie?”.

Zadanie to sprawilo wigkszosci kandydatow znaczne trudnosei. Dlatego warto zastanowic si¢ nad

r A | kilkoma zwigzanymi z nimi problemami. Potraktujemy przy tym zagadnienic ogdiniej,

j tij,'. a mianowicie bedziemy zajmowali sie izometriami przyksztalcajgcymi dowolne figury ograniczone
'U}.dé‘ (w szczegbdlnym przypadku — wielokaty) na siebie. Na wst¢pie zasadnicze pytanie: Jakie izometrie
N~ moga przeksztalcac figurg ograniczong na siebie? Aby na nie odpowiedzie¢, wystarczy znaé

) podstawowe twierdzenia dotyczace izometrii plaszczyzny, ktore dla ulatwienia przytaczamy

§ na sasiedniej stronie. W oparciu o nie fatwo stwierdzimy, Ze izometriami, o ktore pytalismy,

I sq symetrie osiowe i obroty (nietrudno wskaza¢ przykiady odpowiednich figur), nie

| mogg za$ nimi by¢ ani przesunigcia, ani symetrie z poslizgiem. Wezmy bowiem dowolny
punkt rozpatrywanej figury. Gdyby jakie$ przesunigcie (symetria z poslizgiem) przeksztalcalo
te figure na siebie, to roéwniez n-krotne zlozenie tego przesuniecia dla dowolnego n naturalnego
mialoby t¢ wlasno$é na mocy 5° (dla symetrii z poslizgiem wezmy 2n-krotne zlozenie,

aby otrzyma¢ translacje — patrz 6°). Tak wigc, wobec dowolnosci n odlegloéé rozpatrywanego
punktu od jego obrazu, nalezacego takze do tej figury, moglaby by¢ dowolnie duza,

co przeczyloby zalozeniu ograniczonosci figury. Twierdzenie to upraszcza nam znacznie sytuacje
rozpatrywang w zadaniu przytoczonym na poczatku artykulu. UproSci sie ona jeszcze bardziej,
gdy zauwazymy, ze jesli i obrot i symetria przeksztalcaja figure ograniczong na siebie, to Srodek
obrotu nalezy do osi symetrii. Gdyby bowiem do osi symetrii nie nalezal, to zlozenie tych
przeksztalcen, bedgce na mocy 4° symetrig z poslizgiem o wektor niezerowy, przeksztatcaloby takze
te figure na siebie, co, jak juz ustalili$my, jest niemozliwe. Podobnie mozemy udowodnié, ze jesli
dwie symetrie osiowe przeksztalcaja figure ograniczong na siebie, to ich osie si¢ przecinaja.

Tu juz nam zapewne intuicja podpowiada, ze jesli dwa obroty przeksztalcaja figure ograniczong
na siebie, to ich $rodki si¢ pokrywaja. Dowdd tego faktu kazdy z nas przeprowadzi chyba bez
wigkszych trudnosci (wskazowka: udowodnié, Zze ztoZenie dwu obrotow wokol roznych srodkow
zlozone ze zlozeniem w takiej samej kolejnosci przeksztalcen do nich odwrotnych jest
przesunieciem).

Ustalmy z kolei, jak wyglada skladanie izometrii przeksztalcajacych dana figurg¢ ograniczona
na siebie. Z poprzednich rozwazan wynika, Ze wystarczy rozpatrzy¢ trzy przypadki:

— zloZenie dwu symetrii osiowych o osiach przecinajacych si¢; w wyniku otrzymamy obrot
wokol punktu przeciecia (o jaki kat?);

— zloZenie dwu obrotow o wspalnym srodku: w wyniku otrzymamy takze obrot wokol tego punknt
(o jaki kat?;

— zlozenie obrotu i symetrii osiowej o osi przechodzacej przez $rodek obrotu; w wyniku
otrzymamy oczywiscie symetrig osiowa (wzgledem jakiej prostej?).

Dila zilustrowania tych zagadnied proponujemy skonstruowanie prostego przyrzadu. Potrzebne
nam do tego bedg: kartka, kawilek tekturki, nozyce, linijka, olowek. Przyrzad sklada

si¢ z dwu czesci. Pierwszg stanowi kartka. Na kartce tej rysujemy [igure, ktora bedziemy
przeksztalcac, i oznaczamy jej charakterystyczne punkty, srodek obrotow i osie symetrii (warto
oczywiscie wybrac taka figure, ktéra ma kilka osi symetrii i ktorg kilka obrotdéw przeksztalca

na siebie). Narysujmy tez obok figury strzalke, wskazujaca na tej figurze dowolne,

wybrane przez nas miejsce. Druga czesé, ruchoma, bedzie stanowila wycieta z tekturki

figura przystajgca do narysowanej, Oznaczmy na nigj, po obydwu stronach, punkty
odpowiadajgce punktom figury z kartki, oczywiscie takimi samymi literami, ale z ,,primami’”.
To bedzie obraz naszej figury. Przylozmy teraz ruchoma czg$¢ do naryvsowanej figury w sposéb
odpowiadajacy polozeniu tozsamosciowemu i w miejscu wskazanym przez strzatke wpiszmy

na czesci ruchomej wyraz ,,tozsamosc™”. Wykonujmy teraz czgécig ruchoma ruchy odpowiadajace
obrotom i symetriom przeksztalcajacym te figurg na siebie, za kazdym razem startujge

z poloZenia tozsamosciowego i za kazdym razem wpisujac, takze na czesei ruchomej,

w miejscu wskazanym przez strzalke, jakie przeksztalcenie wykonalismy. 1 to juz wszystko. Przyrzad
jest gotowy. Jedli teraz, startujgc z polozenia tozsamosciowego, wykonamy koleino kilka
przeksztalcen naszej figury, obracajgc odpowiednio ruchoma czegsé naszego przyrzadu, to w miejscu
wskazanym przez strzalke odczytamy, jakie przeksztalcenie jest wynikiem zlozenia tych
przeksztalcen.
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Dla przykladu zamieszczony jest ponizej rysunek takiego przyrzadu, w ktéorym wybrang figura
jest szesciokat foremny.

Oczywiscie po wszystkich tych uwagach zadanie, o ktérym mowilimy na poczatku, kazdy sam
rozwiaze z latwoscia.

czg$¢ nieruchoma czgéé ruchoma

Co o izometriach plaszczyzny warto wiedzieé

I° Kaidg izometrie plaszczyzny mozina przedstawié jako zlozenie jednej, dwu lub trzech symetrii
osiowych,

2° Zlozenie dwu symetrii osiowych jest obrotem lub przesunieciem (kiedy, czym?).

3° Ziolenie trzech symetrii osiowych jest symetriq osiowq wtedy i tylko wredy, gdy osie symetrii sq
wspdlpekowe, to znaczy przechodzq prrez jeden punkt, lub sq parami rdwnolegle,

4° Zlozenie trzech symetrii osiowych jest symetriq z poslizgiem, ezyli zlozeniem symetrii
osiowej i przesunigcia o wektor rdwnolegly do osi symetrii (warto sobie przypomnieé dowdd
tego faktu). Jesli osie symetrii nie sq wspdlpekowe, to wektor poslizgu jest niezerowy.

3° Zbiér izometrii prreksztalcajqcych dang figure na siebie z dzialaniem skladania tworzy grupe
przekszialcen.

6° Gdy symetrig z poslizgiem zlozymy ze sobq, otrzymamy przesunigcie o wekior réwny
podwajonemu wektorowi poslizgu,
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Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

MS58. Udowodni¢, ze jezeli kazda przekatna czworokata wypuklego dzieli go na trojkaty o rownych
polach, to jest on rownoleglobokiem. (W. Mnich)
Rozwiazanie na str. 5.

M59. W turnieju szachowym, w ktorym kazdy zawodnik gral z kazdym dokladnie jeden raz,
uczestniczy n zawodnikéw (n > 1). Udowodni¢, ze w kazdym momencie sa co najmniej dwaj
zawodnicy, ktorzy rozegrali t¢ sama liczbe partii. (W. Mnic¢h)

Rozwiazanie na str. 12.

M&60. Udowodnic, ze w kole o promieniu 1 nie mozna wybraé wiecej niz 5 punktéw takich, ze
odleglos¢ migdzy dowolnymi dwoma spoéréd nich jest wieksza od 1. (W. Mnich)

Rozwigzanie na str. 15.

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F20. Dany jest pret zelazny w ksztalcie nieskoriczenie diugiego prostoliniowego walca o przekroju
kotowym Pret ten jest magnesowany podiuinie w ten sposéb, ze przenikajacy go strumien
magnetvczny narasta jednostajnie w czasie o 3 webery na sekunde. W plaszczyznie prostopadiej
do osi walca umieszczono wokél niego obwod kolowy zlozony z dwu drutéw o oporach
odpowiednio 10 i 2 Q. Jakie beda wskazania woltomierza o bardzo duzym oporze,
podiaczonego do punktéw A i B (patrz rysunek) lezacych na zlaczach drutéw? (Nadeslal J. P.).
Rozwiazanie na str. 13.
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