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Niezaleznie od tego, ze moZna uprawia¢ rézne geometrie naszej przestrzeni,
sensowne jest pytanie, czy istnieja przestrzenie inne od tej ,,naszej”. A jesli
istnieja, to czym si¢ réZnia?

Sprébujmy zatem wyobrazié sobie jaka$ ,,inng’" przestrzefi albo przynajmniej jej
fragment. Niech bedzie to przestrzen dwuwymiarowa, czyli odpowiednik ,,naszej”
plaszczyzny.

Od czego? Ano, od innych linii. Wazng wlasnoécia prostej jest to, ze jest
najkrotsza linia laczaca dowolnie wybrane swoje punkty. Linie o tej wlasnosci
nazywaja si¢ .,geodezyjnymi”. Prosta jest wigc geodezyjna plaszczyzny.

A jak wygladaja geodezyjne sfery (czyli powierzchni kuli)? Musza to by¢ linie
lezace na sferze, wigc nie proste. Oglad, ewentualnie eksperyment polegajacy na
napinaniu nitki miedzy dwoma punktami globusa, wreszcie (dla teoretykow)
geometria rézniczkowa, pouczaja nas, ze geodezyjne sfery to okregi wielkie
(przeciecia sfery z ptaszczyzna przechodzaca przez jej §rodek). Wyobrazmy sobie
teraz obywatela kawatka ,,naszej” plaszczyzny i obywatela kawalka sfery. Obaj
za proste uwazaja geodezyjne swoich przestrzeni, mierza katy w czesciach kata
petnego, mierza dtugosci jednakowymi miarkami. Czy moga oni eksperymentalnie
stwierdzi€, czy zyja w przestrzeni plaskiej, czy sferycznej? Okazuje sig, 2e moga:
Rysuja np. kat prosty, czyli éwier¢ petnego, na jego ramionach odmierzaja ten
sam odcinek a, a nastepnie mierza odleglosé¢ dwu otrzymanych punktéw. Jezeli
wyjdzie a /2, to znaczy, e jeste$my na plaszczyznie. Jezeli mniej — to znaczy, Ze
na sferze.

Mozna sporzadzié¢ model réwniez kawalka takiej dwuwymiarowej przestrzeni.
Model nienajlepszy, ale fatwy w wykonaniu: Wycinamy z papieru kotko, rozcinamy
je i w rozciecie wklejamy wycinek takiego samego kota. Wyjdzie z tego co$

w rodzaju siodta, ale kanciastego. Owa kanciastos¢ to jest wlasnie wada modelu.
Prawdziwe kawaleryjskie siodlo byloby idealnym modelem fragmentu przestrzeni
dwuwymiarowej, w ktérej odcinek geodezyjnej, laczacy korice odcinkow o dlugosci
a odlozonych na ramionach kata prostego, mialby dlugos¢ wigksza niz a y/ 2.
Nawiasem moéwigc, z kotka papierowego mozna zrobi¢ rowniez taki nienajlepszy
model fragmentu sfery. Tylko, Ze po go nam przyblizanie sfery stozkami, skoro
sfere kazdy widzial. Ale z siodlami ostatnio gorzej.

Zajmijmy si¢ teraz nastepujacymi trzema przestrzeniami, w ktérych opisany wyzej
pomiar daje, przy ustalonym odcinku a, weiaz ten sam wynik, a mianowicie:

I — mniejszy od a ]/2,

Il — réwny a /2,

111 — wigkszy od a /2.

Jezeli ponadto kazda z nich spelnia nastgpujace cztery warunki:

1. przez dwa rézne punkty 4 i B przechodzi dokladnie jedna geodezyjna
(oznaczamy ja g(ARB)),

2. dwie rézne geodezyjne maja najwyzej jeden punkt wspdlny,

3. istnieja trzy punkty, przez ktore nie przechodzi rdwnoczesnie zadna geodezyjna,
4. dla dowolnych czterech réznych punktow ABCD g(AB) przecina g(CD) lub
2(AC) przecina g(BD), lub g(A4D) przecina g(BC),

to nazywamy je odpowiednio: dwuwymiarowq przestrzeniq lub plaszczyznq

I — eliptyczng,

Il — parabolicznq (albo euklidesowq od pierwszego kodyfikatora jej wlasnosci,
Euklidesa z Aleksandrii, w. IV p. n. e.),

III — hiperboliczng (albo Bolyai — Lobaczewskiego od nazwisk dwoch jej
dziewigtnastowiecznych odkrywcow).



i O wszystkich tych geometriach bedziemy jeszcze niejednokrotnie pisali. Teraz
= zauwazmy, Ze sfera nie jest plaszczyzng eliptyczna (dlaczego?), dowolny maly
kawalek plaszczyzny eliptycznej jest jednak taki sam jak odpowiedniej wielkosci
kawalek sfery. Podobnie ptaszczyzna hiperboliczna jest tylko lokalnie podobna do
siodla. Ale przeciez i euklidesowej plaszczyzny nikt nigdy calej nie widzial.
Wymienione wyzej przestrzenie to szczegolny przypadek tzw. przestrzeni
e S riemannowskich — od nazwiska: (Bernard) Riemann. W swojej pracy habilitacyjnej
Swolni s (1854) wprowadzit on bardzo ogdlne pojecie przestrzeni, okreslajac za pomoca
pewnej funkcji charakter kazdego z jej punktow (czy sferyczny, czy plaski, czy
siodlowy, oraz czy duza jest ta sfera czy siodlo). Wartoé¢ tej funkcji nazywamy
krzywizng. Trzy wyZej opisane przestrzenie sg zatem przestrzeniami
riemannowskimi o stalej krzywiznie.
Analogicznie wprowadza si¢ trojwymiarowe przestrzenie eliptyczne, paraboliczne
st czy hiperboliczne — kazda ich plaszczyzna jest odpowiedniego typu przestrzenia
dwuwymiarows.

NASZA O KTORA?

g1 iczboe tak, by rozwinsecia dziesicine

PrzyzwyczailiSmy si¢ do geometrii euklidesowej tak bardzo, ze byloby nam chyba

b mialy wspolng cyfre, Podsbioram

i,h..--... zal, gdyby okazalo sig, iz to nie ona jest ,,nasza”. | jeszcze do niedawna czyniono
cieli2 < n < 9 — dowolne dwa niepuste wysitki, aby na drodze obserwacji fizycznych ustali¢, ze Zyjemy w $wiecie
PRSKIO, IR P p Aly iyl parabolicznym. Wysilki te jednak spelzly na niczym. Fizyka (i ta ziemska, i ta

kosmiczna) nie znalazla sposobéw weryfikacji. Jak to? Przeciez sposdb zostat podany
na wstepie artykutu! Tak, tylko Ze czynnosci pomiarowe byly tam wykonywane
idealnie. W praktyce interesujgce nas réznice mieszcza si¢ w obrebie bledow
pomiarowych, co jako pierwszy zauwazyl Gauss, tworzac z okazji prob zbadania
,,ktora to nasza' matematyczng teorie bleddow.

Matematykow zadowala dzi§ stwierdzenie, 2e kaZda z trzech opisanych geometrii
jest teorig jednakowo poprawng (jak zreszta i wiele innych).

A przyrodnicy? Coraz czg¢dciej uwazaja, ze odpowiedZ na to pytanie nie istnieje.
Kazde zjawisko nalezy opisywa¢ w jezyku tej z geometrii, w ktdrej opis jest
prostszy czy bardziej ,,elegancki”. 1 nie nalezy si¢ przejmowac tym, ze w kazdym
przypadku bedzie to inna geometria.

No ¢6z, mam nadziejg, ze Czytelnicy wraz ze mng zechca potraktowac takie
stanowisko jako chwilowg utrate rownowagi psychicznej. Wérod wielu mozliwych
Swiatow jest przeciez jaki$ konkretny, w ktorym my zyjemy. Inna rzecz, Zze moze
Zadna z dotychczasowych geometrii jeszcze go nie opisuje.

Lzy wiecie, ze

Juz Michal Faraday w r. 1853 zajmowal si¢ wirujacymi stolikami. Wyniki swoich badan oglosit
w roczniku odkry¢ naukowych za rok 1854 («Annual of Scientific Discovery: or, Year-Book of
Facts in Science and Art»). Wirujace stoliki byly w owym okresie zabawg bardzo modng.

Moze nawet czyms wigcej niz zabawg. Medium, czyli czlowiek o specjalnych predyspozycjach,
kladl rece na stole, koncentrowal sig i w pewnej chwili stolik zaczynal si¢ porusza¢. Ruch ten
tlumaczono jako spowodowany zjawiskami elektrycznymi lub magnetycznymi; znacznie jednak
czgsciej przypisywano go silom nadprzyrodzonym,

Faraday przystapll do systematycznych badan tego zjawiska.

W pierwszej serii dos§wiadczen sprawdzil, czy ruch stolika zalezy od materialu, jaki znajduje sig
pomigdzy palcami medium a blatem stolu. Zaden z badanych materialow nie mial wplywu na
przebieg doswiadczenia. W drugiej serii doswiadczen umiescil pomigdzy blatem stolu a palcami
medium specjalnie spreparowana tali¢ kart. Karty byly skiejone w ten sposob, aby mogly
przesuwac si¢ jedna wzgledem drugiej, jakkolwiek z pewnym trudem. Po przesunigciu
zachowywaly swoje nowe poloZenie. Wzajemne polozenie kart przed rozpoczeciem eksperymentu
zaznaczyl Faraday olowkiem. Wynik doswiadczenia opisal nastepujaco: ,,Gdy wreszcie stol,
karty i rgce przesunegly sig razem na lewo, wyjalem talig i stwierdzilem, ze rece wraz z gornymi
kartami przesunely si¢ dalej anizeli stol i Ze to w rzeczywistosci rgce pehaly karty na lewo,

a stol byl ciggniety”.

Faraday zbudowal jeszcze inny, bardziej zlozony przyrzad i we wszystkich przypadkach wilasnie
rece okazywaly sig ta ,,sita napedows’ poruszajaca stol, Faraday byl bardzo powsciagliwy we
wnioskach. ,,Ludzie, z ktorymi pracowalem byli godni zaufania™ — powiedzial. ,, Jest dla mnie
oczywiste, Ze ani nie zamierzali poruszac, ani nie wierzyli, Ze poruszaja stol dzieki zwyklej sile
mechanicznej”. Wniosek jednak byl jednoznaczny: stol si¢ ruszal, bo go pchano.
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