O prostej funkcji falowej dla molekut

! Caytelnikdw niezadowolonyeh z takiego
postawienia sprawy odsylamy do artykuolu
dra Z, Plochockiego Kwantowy lew (aDeltas,
1975, nr 2), w ktorym podana jest
uproszezoni postad réwnania Schirddingera

4 Tu hazdy z Was powinien sic zdziwic —— bo
dlaczepo wigzanie @ ma by¢ zawsze
symetryezne. skoro znajduje sic w na ogol
niesymetryeznym polu pozostalej czgsei
molekuly 7 Macie racig, nit ogdl wigzanie nie
jest svinetryczne, ale odchylenie od
symetrycznosci jest tak male, 7e fakt ten jest
ignorowany w poadrecznikach chemii kwantowej.

4 Bremi to juk dogmat. Latwo go jednak
obalic. Na prevkiad wiazanie w molekule H 4
jest ulworzone przez jeden elektron. W
preypadk jednak molekul, ktdrymi bedziemy
rajmownd sig w tym artvkule, nie dojdziemy do
blgdnyeh wynikow sakladaige prawdziwosé
tego twierdysenia, .

Y Czemu odpowiada to ralozenie? (Zob., art.
WVITL W praypisie 1)

Dr Lucjan PIELA

Swiat zbudowany jest z atoméw i molekut. Do obliczenia wilasnosci atomu lub molekuly
konieczna jest znajomo$¢ tzw. funkeji falowej rozpatrywanego ukladu. Funkcja ta jest
rozwigzaniem rownania Schrodingera. Nie bedziemy tu podawaé ogolnej postaci tego rownania
ani definicji funkcji falowej —- pojecia te pojawia si¢ nizej w pewnej ich szczegdlnej postaci'.
Obliczenie dokladnej funkcji falowej dla najprostszej molekuly jest bardzo trudne. Obliczenie
przyblizonej funkcji falowej dla zlozonych molekul moze by¢ jednak czasem bardzo latwe. Po
przeczytaniu tego artykulu sami bedziecie mogli bez trudnodci obliczaé przyblizone funkcje
falowe dla wiclu molekut i wykorzystywa¢ rezultaty tych obliczen do przewidywari ich budowy

i zachowania sig.

Zajmijmy si¢ dzisiaj molekutami, ktore sg plaskie i zawieraja — ujmujac rzecz w tradycyjnym
jezyku podregcznikow chemii — wiazania pojedyncze i podwaojne, rozmieszczone w pewien sposob,
ktory zdefiniujemy ponizej. Przykladami takich molekul sa heksatrien i cykloheksatrien zwany
takze benzenem. Cecha charakterystyczng obu podanych molekul jest to, Ze atomy zwigzane

ze soba wigzaniami podwojnymi tworzg laficuch (otwarty lub zamkniety), w ktorym wystepuja na
przemian wigzania podwojne i pojedyncze. Taki uklad wiazan nazywamy w chemii ukladem
sprzezonych wigzan podwaojnych. Teoria. ktorg omowimy, dotyczy molekul o takim wiasnie
ukfadzie wigzan:
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W chemii kwantowej dowodzi si¢, ze dwie kreski symbolizujgce wigzania podwdine nie sa
rownocenne, bo jedno z wigzan podwdjnego wiazania jest inne niz drugie. Jedno z nich, zwane
wigzaniem @, jest symetryczne wzgledem osi aczacej atomy? polaczone wigzaniem podwdjnym,
czyli ze przekroj poprzeczny wigzania jest kolem. Drugie wigzanie, zwane wigzaniem 7 wyslaje
nad i pod plaszczyzng molekuty (sklada sie jak gdyby z dwoch czesci), a jego przekroj poprzeczny
iest zblizony do ksztattu cyfry 8. Wiazania pojedyncze sa zawsze wiazaniami o, Kazde wigzanie,
Czy to @ czy =1, jest utworzone przez dwa elektrony?, Umowmy sie, Ze elektrony wiazan «
bedziemy nazywac elektronami o, a elektrony wigzah 7 — elektronami =,

W dokiadnych obliczeniach dla molekul nalezy oczywiscie bra¢ pod uwage oddzialywanie
wszystkich elektronow i jader na siebic. Prowadzi to jednak do na tyle skomplikowanych
obliczen, ze wolimy z tego juz teraz zrezygnowad. Szczerze mowigc, niczego wigcej nie pragniemy
niz uproszczen naszego zadania. Wykorzystamy w tym celu pewne roznice migdzy wiazaniami
1, Ot6z doswiadczenie wskazuje, ze w dos¢ dobrym przyblizeniu elektrony o sa zlokalizowane
w swoich wigzaniach, natomiast elektrony = ,,buszuja™ sobie swobodnie (w miare) wzdluz calego
ukladu sprz¢zonych wigzan podwoinych. Jesli wige zamierzamy dosé delikatnie obchodzi¢ sie

w doswiadczeniach z nasza molekufa, to za wszelkie zmiany jej zachowania sie powinnismy
obarczyé¢ odpowiedzialnoscia glownie elektrony 7. Zajmijmy si¢ wiec tylko elektronami =,
traktujac elektrony o i jadra jako Zrodlo pewnego potencjatu, w ktérym poruszajy sie elektrony .
Potencjal ten jednak nie jest na tyle prosty, by nas zadowolil. Jest to potencjal, ktéry przypomina
gorki i dolinki, wobec tego droga poruszajacych sig elektronow = jest wyboista. Zrobmy nastepne
przybliZzenie i usrednijmy ten potencjal. Po tym zabiegu droga cicktrondw = jest plaska jak
autostrada, o dlugosci rownej diugosci ukladu sprzezonego.

Uproé¢my zagadnienie bardziej: Zaniedbajmy oddzialywanie elektronow 7 miedzy soba. To
zalozenie wyglada juz bardzo groZnie, ale jest tu wprowadzone ze wzgledu na swoja prostote.
Mozna bowiem sformulowaé je o wiele ostroiniej i rezultat w naszej metodzie bedzie ten sam.
Rownanie orbitalne

Po tych zalozeniach — czysteczka heksatrienu to pret, w ktorym niezaleznic od sicbie porusza

sig 6 elektronow 1. Wybierzmy usredniony potencjal V' = 0 w precie, a V' = oo poza pretem.
Jedynie druga réwnosé jest przyblizeniem, ale dosé dobrze spetnionym™: pierwsza przesuwa tylko
punkt, od ktorego liczymy energie.

Poniewaz elektrony 7 poruszaja si¢ zupelnie od siebie niezaleznic, mozna rozwigzac¢ rownanie
Schrodingera dla jednego elekironu w precie, a pozostale dodaé poZniej rozmieszczajac je na
poziomach energetycznych. ROwnanie to jest bardzo proste:
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* Jakiemu fizycznemu warunkowi odpowiada
to zadunie?

gdzie E i m oznaczaja energi¢ i mase elektronu, @(x) jest orbitalem (funkcja falowa) elektronu,
a h jest stala Plancka. Wspolrzedna x pokazuje polozenie w precie i zmienia si¢ od 0 do L.
Sens fizyczny @(x) jest nastepujacy: |P(x)|*dx jest prawdopodobienstwem tego, Ze elektron
opisywany orbitalem @ (x) znajduje si¢ pomigdzy x a x+dx. Jesli np. w jakim$ konkretnym
punkcie x funkcja @(x) = —0,1, a przedzial dx = 0,01, to prawdopodobienistwo znalezienia
elektronu w poblizu punktu x w przedziale dx jest rowne |—0,1/20,01 = 1-10~*, Latwo
mozecie sprawdzic, ze funkcja @(x) spelniajaca rownanie (1) jest rowna

(2) D(x) = Asinxx+ Beosxx,
gdzie
8n*mE
b "hz

Heksatrien jako pret

Na tym etapie nie widac jeszcze kwantowania energii — wszelkie (dodatnie) wartosci E sq mozliwe.
Ograniczenia na E pojawiaja si¢ natychmiast i w sposob naturalny, gdy nalozymy pewne

warunki na @(x). Poniewaz poza pr¢tem potencjal V' = oo, to elektron nigdy nie przeniknie do
obszaru x < 0lubx = L,

Prawdopodobienstwo znalezienia go w punktach x = 0i x = L jest roOwne zeru, czyli

3) |®(0))* =0, skad P(0) =0,

oraz

@) |®(L)2 =0, skad D(L)=0.

Warunek (3) daje B = 0, czyli ®(x) = Asinxx. Warunek (4) daje:

(5) AsinkL =0, skad xL=nrx, n=1,23,...,

bo A nie moze by¢ rowne 0.
Odrzucili$my ujemne n, bo prowadza one (z dokladnoscia do znaku) do tych samych @, co n
dodatnie, a n = 0 odrzucamy, bo jesli nie, to @(x) = 0. W rezultacie z warunku (5) otrzymamy
dozwolone wartosci energii (poziomy energetyczne)
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(6) Eu - gmL; n?

i orbitale
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D, (x) = sin I *

Po zazadaniu, by znalezienie elektronu gdziekolwiek w precie bylo zjawiskiem pewnym, tzn.

SL'¢= 2dx =1, ot A= f2
0| L(x)|2dx = 1, otrzymamy —lx i

Benzen jako pret zamknigty (petla)
W przypadku preta zamknigtego musimy na @(x) z rownania (2) narzuci¢ inne warunki niz (3)
i (4). Jesli si¢ chwilg zastanowicie, to dojdziecie do wniosku, Ze naturalne® jest zadanie, by

) _ B(0) = D(L)
oraz
_ dd dd
(8) (Tix_)x — 0 dx )x T

Czy moglibyscie sprawdzi¢, ze funkcjami (2) spelniajacymi (7) i (8) sa

1/ YL

dla n=0,

(9) D,(x) = V I sln dla n>0,

l‘l/jijcosz-z-’-l.t dla n<o0,

gdzien =0, +1, +2
Dopuszczalne energie sg wtedy rowne
h]
(10) Ey = gup2 Qm.
Zauwazmy, e tutaj kazdemu z poziomow energetycznych E,, z wyjatkiem E,, odpowiadaja
dwa orbitale @, i ®@_,.
Poréwnanie wynikéw dla heksatrienu i benzenu
W kazdym stanie, opisywanym przez dany orbital, mozna umiesci¢ najwyzej dwa elektrony; jest
to uzasadnione tzw. zasada wykluczania (zakazem) Pauliego, wigc w przypadku heksatrienu

a



& Dla wygody wprowadzimy dla heksatrienu
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i benzenu jednostke energii Gz "
Zakladamy tutaj, ze dlugosé heksatrienu

jest rowna obwodowi benzenu, ale céz to jest w
poréwnaniu z naszymi dawnymi grzechami!
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2 elektrony 7 o energii E;, = 1 beda opisywane® przez funkcje @,(x) = ]/ L sin - L x, dwa dalsze

2 2n
o energii E; = 4, przez funkcje @, = ]/I sin L na dwa ostatnie o energii E; = 9 — przez
funkcje @; = I sin X Dla benzenu odpowiednie podwojnie obsadzone poziomy i opisujace

1 2 2
je orbitale beda nastgpujace: E; = 0, @ = V__ JE =49, = ]/I SinTxi E.,=E =4,

2 27
D, = [ cos [ x.

Trwalos$é ukladu sprzezonych wigzan jest tym wigksza, im nizsza jest energia elektronéw 7,
Energia elektronow m w heksatrienie rowna sig

Euas =2-1+2-442-9 = 28,
a w benzenie

Eoenz = 2-0+4-4 = 16.
Przewidujemy wiec znacznie wigksza trwalos¢ ukladu sprzezonych wigzan benzenu niz
heksatrienu. Jest to potwierdzone licznymi faktami dowiadczalnymi, gdyz typowe reakcje
heksatrienu polegajg na rozerwaniu jednego z wiazan podwojnych, podczas gdy w tego typu
reakcjach benzen zachowuje swoj uklad m-elektronowy.
Zrobmy jeszcze jedno poréwnanie tych dwoch molekut. Obliczmy prawdopodobienistwo P (x)dx
znalezienia ktoregokolwiek elektronu w przedziale dx dlugosci molekuly:

1
Pocts ()dx = ¢ Q@3(x)+203(x) + 203 (x)dx =
2 2 3
=37 (sln : x+sin?- Li x+sin? _L:r x) dx,
1
Poenz (X)dx = F QD3(x)+ 203(x) + 202, (x))dx = - dx = const - dx.

Otrzymalismy wynik, ze prawdopodobienstwo znalezienia elektronu 7 w benzenie nie zalezy od
x— jest jednakowe na calym cvhwodzu:T Zamiast wiec rysowa¢ wiazanie podwdjne tak: @
nalezaloby to zrobi¢ raczej tak: < lub tak: @ . Doswiadczalne wlasnosci

chemiczne zmusily chemikow do pisamna tego drugiego wzoru. My otrzymali$my ten wynik
teoretycznie w niezwykle prosty sposob.

Postarajcie sie wykresli¢ Py ... (x). Zobaczycie wtedy, Ze najwigksze prawdopodobienstwo
znaleziena elektronu = jest tam, gdzie piszemy wiazanie podwojne (!), ale wcale niemale
prawdopodobiefistwo jest réwniez tam, gdzie tradycyjnie piszemy wiazanie pojedyncze! Mowimy,
ze elektrony 7 delokalizuja si¢ na cala molekule.

Mozecie teraz obliczaé orbitale dla wielu molekul, mozecie liczy¢ prawdopodobienstwa
znalezienia elektronu = w tych molekutach w stanie podstawowym (najnizsze poziomy podwojnie
obsadzone) lub w stanach wzbudzonych (inne obsadzenia), mozecie porownywac energie wzbudzen
w lancuchach i pierscieniach. Wasze wyniki beda najwyzej zgodne jakosciowo z doswiadczeniem.
Nie dziwcie sig temu i nie Zzadajcie zbyt wiele od teorii, ktora jest bardzo uproszczona, ale
jednoczesnie nadzwyczaj wygodna w praktycznych obliczeniach szacunkowych. Swiat jest
skomplikowany, ale gléowne zarysy jego budowy da sig czasem przedstawi¢ w sposob prosty.

Zadania

Redaguje mgr. Andrzej MAKOWSK]

MS55. Udowodnic, ze jezeli n jest liczba nieparzysta, to liczba n®+ 3n*+ Tn*—11 jest podzielna
przez 256. Rozwiazanie — na str. 16.

M56. Zbior 1, 2, ..., n (n = 19) podzielono na dwa mcpustc podzbiory. Udowodnié, ze przy
kazdym takim podz:a.lc mozna z nich wybraé po jednej liczbie w ten sposob, aby w rozwinieciu
dziesigtnym kazdej z tych liczb powtarzala si¢ ta sama cyfra. Rozwiazanie — na str. 7. [

MS57. Na okregu tak obrano punkty 4, B, Ci D, ze AB = BC = CD; lamana ABCD nie przecina
sie sama ze sobg. Niech BE bedzie $rednica okregu, F— punktem przeci¢cia prostej AD z prosta
BE, a G — punktem przecigcia prostych AD i CE. Udowodnié, ze AB = AFi FG = GO,
Rozwigzanie — na str. 12.

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F19. Cztery identyczne baterie o sile elektromotorycznej E polaczono wedlug schematu
pokazanego na rysunku. Jakie napigcie wykaze woltomierz o oporze R podlaczony do punktow
A i B? Jak zmieni si¢ to napu;cne jezeli baterie migdzy punktami AB i BC polaczymy

z przeciwnymi znakami niz na rysunku. Rozwigzanie — na str, 11,
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