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Jak badac? Bardzo prosto. Blaszke cynkowa laczymy z precikiem elektroskopu
Gak na rysunku 5), ladujemy calosc i oswietlamy. Tu dochodzimy do istotnego
problemu. Cynk ma prace wyjscia na tyle duza,te aby wybijac z niego elektrony,
nalezy oswietlic go swiatlem nadfioletowym. Jezeli macie dostep do kwarcówki
uzywanej do opalania - problem "z glowy". W przeciwnym razie popróbujcie
bezposredniego swiatla slonecznego (nie przez szybe - pochlania nadfiolet).
W trakcie doswiadczen przekonacie sie, ze swiatlo powoduje rozladowanie tylko
przy jednym znaku ladunku - ujemnym. Jesli elektroskop naladujemy dodatnio,
elektrony wybite swiatlem beda przyciagane z powrotem i ladunek nie bedzie sie
zmieniac.
Osoby, które wiedza, jak sie rózne rzeczy robi, zeby dobrze wyszlo, prosze
o ominiecie nastepnego fragmentu. Beda to bowiem

DOBRE RADY WUJKA

l. Elektrostatyka udaje sie tylko na sucho, ale naprawde na sucho.
2. Przedmioty metalowe w doswiadczeniach elektrostatycznych nie powinny w
miare moznosci miec ostrych konców ani krawedzi._
3. Dla uzyskania silnego efektu lampe kwarcowa nalezy zblizyc na odleglosc okolo
20 cm.
4. Jezeli listek elektroskopu poczatkowo odchyla sie dobrze, a potem szybciej lub
wolniej opada, to o ile tylko nie jestesmy na skazonym radioaktywnie terenie,
najprawdopodobniej winna jest izolacja (wilgoc lub zle materialy).

Teraz juz moga czytac wszyscy, bo wszystkim zycze powodzenia
w doswiadczeniach.

Konczyc czy jeszcze poczekac?

Dr Tomasz BOJDECKI
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Szukaniem odpowiedzi na to nieco hamletowskie pytanie zajmuje sie rachunek

prawdopodobienstwa, a dokladniej - jego dzial zwany "teoria optymalnego stopowania".

Teoria ta stanowi efektowny przyklad wykorzystania skomplikowanego. wysoce abstrakcyjnego
aparatu matematycznego w tak zwanej "matematyce stosowanej", aparatu, dzieki któremu
mozna rozwiazac wiele konkretnych zagadnien (nie zawsze intuicyjnie oczywistych),
sformulowanych jezykiem zwyklym. W niniejszym artykule bede sie staral przekonac Czytelnika
o prawdziwosci tego stwierdzenia; oczywiscie to. co napisalem o trudnej matematyce. bedzie
wymagac ze zrozumialych wzgledów uwierzenia mi na slowo.

Przechodzac do rzeczy. przypuscmy. ze uczestniczymy w grze, której zasady mozna ujac
w nastepujacych punktach:
l) jest N pól ponumerowanych 1,2, ...•N;
2) na jednym z pól stoi pionek; rzucamy moneta i jezeli upadnie ona orlem do góry

przesuwamy pionek na sasiednie pole o numerze o jeden wiekszym, jesli zas reszka - na pole
o numerze o jeden mniejszym; nastepnie znowu rzucamy moneta itd.; gra konczy sie z chwila
dotarcia pionka do któregokolwiek z pól skrajnych, tzn. o numerach l alboN;
3) z kazdym polem zwiazana jest pewna wygrana:w(i) oznacza wygrana przyporzadkowana polu
o numerze i dla i = 1.2 •... ,N (w(i) moze byc tez ujemne lub równe zeru. oczywiscie "wygrana
ujemna" oznacza przegrana);

4) w kazdej chwili przed wykonaniem kolejnego rzutu moneta mozemy wycofac sie z gry; jezeli
w momencie wycofania pionek znajduje sie na polu o numerzei. to nasza wygrana w calej grze
równa jest w(i); jesli nie zdecydujemy sie na przerwanie gry przed dojsciem pionka do pola l
albo N. to chcac nie chcac musimy zadowolic sie wygrana. odpowiednio.w(l) albo w(N).

Problem polega na znalezieniu takiej strategii wycofania sie z gry. która zapewJ?ialaby
najwieksza wygrana.

Opisane zagadnienie jest typowym, a równoczesnie. jak sadze, najprostszym nietrywialnym
zadaniem, którym zajmuje sie teoria optymalnego stopowania. Oczywiscie. problem zostal

postawiony na razie zupelnie niescisle. Przed dokonaniem jednak niezbednych ",-scislenwartochyba postarac sie zrozumiec lepiej istote zagadnienia. Niech na przykladN = 8. w(l) = -1.
w(2) = 0, w(3) = l. w(4) = 3. w(5) = 4. w(6) = 2. w(7) "" 1.w(8) = -1. Wykres funkcji w
(w jest tzw. "funkcja wyplaty") podany jest obok,
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Niech Xo oznacza polozenie pionka w chwili zerowej(Xo jest tzw. "stanem poczatkowym").
Przyjmijmy dla ustalenia uwagi, zeXo = 3. Nie ma watpliwosci, iz jesli w pewnej chwili pionek
znajdzie sie na polu 5, to nalezy gre przerwac, gdyz 5 jest punktem, w którym funkcjaw

przyjmuje wartosc najwieksza. Równie jasne jest jednak, ze do pola 5 mozemy przy nie
sprzyjajacych okolicznosciach nigdy nie dojsc, wczesniej bowiem moze pionek dotrzec do
jedynki. Napiszmy kilka przykladów strategii, jakimi tutaj dysponujemy:
S, - wycofac sie z gry od razu, zanim moneta zostanie rzucona po raz pierwszy (wygrywamy l);
S2 - wycofac sie po wykonaniu jednego rzutu moneta (wygrywamyO albo 3);

S3 - czekac az pionek osiagnie pole 5, o ile nie dojdzie wczesniej do jedynki (wygrywamy 4 albo
przegrywamy l);
S4 - czekac az pionek osiagnie pole 4, o ile nie dojdzie wczesniej do jedynki (wygrywamy 3 albo
przegrywamy l).
Od razu powstaja pytania: Czy mozna uszeregowac te strategie pod wzgledem ich "jakosci"?
Czy istnieje strategia lepsza od wszystkich wymienionych wyzej, a jesli tak, to jak ja znalezc?
Popatrzmy np. na S2 iS4. Na pierwszy rzut oka mogloby sie wydawac, ze strategia S2 jest
lepsza, gwarantuje nam bowiem, ze nie przegramy. Z drugiej jednak strony stosujac S4 nie
tracimy, po dojsciu do pola 2, szansy duzej wygranej, której to szansy jestesmy pozbawieni
w przypadku stosowaniaS2'

Aby odpowiedziec na te pytania, trzeba wreszcie przystapic do sformulowania naszego problemu
przy pomocy scislego, matematycznego jezyka.
Rozwazajac doswiadczenie losowe, a nasza gra jest nim niewatpliwie, zaczynamy zwykle od
okreslenia zbioru zdarzen elementarnych, czyli zbioru "najdrobniejszych" wyników eksperymentu.
W naszym przypadku najwygodniej jest przyjac, ze wykonujesie caly nieskonczony ciag rzutów
moneta, to znaczy, ze moneta jest rzucana (np. przez jakis automat) równiez i po naszym
wycofaniu sie z gry; zalozenie takie jest oczywiscie dopuszczalne i w niczym nie zmienia istoty
zagadnienia. W tej sytuacji zdarzeniem elementarnymw jest nieskonczony ciag orlów i reszek.
Przyporzadkowujac orlowi jedynke, a reszce minus jedynke, mamy

D = {w = (a" a2, ...): a. = ±1 dla n = 1,2, ... }.

Od razu zaczynaja sie pewne klopoty, bo zbiór zdarzen elementarnych jest nieskonczony,
wykraczamy wiec poza "szkolny" rachunek prawdopodobienstwa. Wcale nie jest oczywiste, jak
okreslic prawdopodobienstwa na podzbiorachD. Widac, ze prawdopodobienstwo powinno byc
takie, zeby dla kazdegok naturalnego zdarzenia{(a!, a2, ... ):a, = I}, {(a" a2, ...): a2 = l},
... , {(a" a2, ...):al = l} byly niezalezne i prawdopodobienstwo kazdego z nich bylo

1
równe 2" (zdarzenie {(a, ,a2, ... ):al = l} oznacza po prostu, ze przyk-tym rzucie wypadl

orzel). Nie wnikajac w szczególy powiem tylko, ze prawdopodobienstwoP spelniajace te postulaty
istnieje, i to dokladnie jedno, ale, co jest raczej dziwne i interesujace, jest ono okreslone nie na
rodzinie wszystkich podzbiorówD, lecz na pewnej klasie mniejszej, dostatecznie jednak duzej, by
zawierac wszystkie interesujace nas zdarzenia.

Dla wygody przyjmijmy, ze pionek odbywa swojawedrówke równiez i po naszym wycofaniu sie
z gry. Niech Xl oznacza numer pola, na którym stoi pionek pok-tym rzucie moneta, dla
k = 1,2, ...,Xtiest funkcja okreslona naD (zmienna losowa); dokladniej, zmienne losowe Xl

mozna zdefiniowac indukcyjnie:Xt+1(w) = Xt(w)+at+" jesli Xt(w) oF- l i Xt(w) oF- N
oraz Xt+,(w) = Xt(w), jesli Xt(w) = l albo Xt(w) = N, gdzie w = (a" a2' ...)
(pamietamy, zeXo oznacza stan poczatkowy).
Zastanówmy sie teraz nad scisla definicja strategii. Przede wszystkim zauwazamy; ze strategie S
mozemy utozsamic z funkcja okreslona naD, bowiem zwrot "ustalic strategie" oznacza to samo,
co "dla kazdegow E D umiec okreslic numer rzutu, po którym wycofujemy sie z gry". Na
przyklad w rozwazanej poprzednio konkretnej sytuacji, gdyN = 8, Xo = 3 strategie S, mozna
utozsamic z funkcjaS,(w) = O dla wszystkich w E D, S2 - z funkcja S2(W) = l dla wszystkich
w E D, zas np. S3(l ,-l, l, l, ... )= 4, S3( - l, -1, ... ) = 2 itd.
Jasne jest jednak, ze nie kazda zmienna losowa o wartosciach nalezacych do zbioru O, 1,2, ...

mozna nazwac strategia. W chwili wycofania sie z gry znamy wszystkie wyniki rzutów moneta
az do tej chwili wlacznie, natomiast nie znamy oczywiscie przyszlosci, jesli zatem z ustalonej
strategii wynika, ze w danej serii rzutów nalezy wycofac sie w chwilik, to decyzje o wycofaniu
podejmujemy tylko na podstawie znajomosci wynikówk pierwszych rzutów moneta. SCisle
warunek ten formulujemy nastepujaco:
(M) Jezeli dla pewnegow = (al, a2, ... ) jest S(w) = k, to dla kazdegow' postaci w' =
= (al, ... , at. at+,. ak+2, ...) równiez S(w') = k (k = O, 1,2, ... ). (Warunek ten bedziemy
oznaczac litera M, poniewaz funkcje, która go spelnia, nazywa sie czesto momentem Markowa).

W uwaznym Czytelniku mogla obudzic sie pewna watpliwosc. Stosowanie strategii S3 nie
zawsze prowadzi do zakonczenia gry po pewnej skonczonej liczbie rzutów; na przyklad gdy
realizuje sie zdarzenie elementarne (l, -l, l, -l, l, -l, ... ), pionek wedruje caly czas z pola 3
na pole 4 i z powrotem, a nigdy nie dochodzi ani do pola l, ani do pola 5. Naturalne jest
w zwiazku z tym przyjac, ze funkcja S moze osiagac "wartosc"+00. Sytuacja taka, ze gra
przedluza sie w nieskonczonosc,jest oczywiscie niekorzystna; dlatego zadamy, zeby zbiór tychw,



dla których S(w) = + 00, byl zdarzeniem rzadkim, praktycznie sie nie realizujacym, czyli zeby
mial prawdopodobienstwo równe zeru.
Ostatecznie dochodzimy do nastepujacej definicji: Strategia nazywamy dowolna funkcje
s:Q -+ {O, 1,2, ... , + oo}, spelniajaca warunek (M) i taka, zeP ({w:S(w) < + oo}) = l.
Popatrzmy znowu na nasz przyklad. Nie ma watpliwosci, zeSI i S2 sa strategiami w sensie tej
definicji. Chwilka zastanowienia wystarcza do stwierdzenia, zeS3 i S4 spelniaja warunek (M).
To, zeS3 i S4 sa skonczone z prawdopodobienstwem jeden, a wiec sa strategiami, jest
bezposrednim wnioskiem z interesujacego, ogólnego twierdzenia, które mówi, zepionek
z prawdopodobienstwem równym jeden dojdzie kiedys do polal lub do pola N, czyli

Naszkicujemy dowód tego faktu. Zauwazmy przede wszystkim, ze rozpatrywane
prawdopodobienstwo zalezya priori od polozenia pionka w chwili zerowej, a wiec jest ono
funkcja okreslona na zbiorze {l, ... ,N}. Oznaczmy te funkcje przezp; tzn. p(i) jest
prawdopodobienstwem, ze pionek startujac z pola i dojdzie kiedys do pola l alboN.
Jasne jest, ze pel) =peN) = l. Jesli i..p l oraz i ..pN, to po pierwszym rzucie moneta pionek
zmieni polozenie: przejdzie, z jednakowym prawdopodobienstwem, na polei-l lub na pole

l
i+1.0znacza to, zeP({w: XI(W) = i-I}) = P({w:Xl(w) = Hl}) = 2"' Stosujac wzór

"na prawdopodobienstwo calkowite" otrzymujemy:

ROl\viaz wit. li\dauia FI9

Z drugiego pnwc J< irch(lffa dl" la mknietych
obw.-,dÓw pradu A BeD oral ABV wynika

41: Hr. I ro· O,

1-/'rw+IR C'

gcl1.ieJ l' oral. i (l7:nal.:1.;lja natezenie pradów
plynaryc', odpowiednio w BCDA 4B ara7

prze7. woltomierz, natomiast r",,_ oznacza opór
\\'ewnet-z~\' baterii.

OCLl'wis< ie (I pr'l"'O K irchoff.\l I ,- i + I'
RO/.wjazlJJac uklad trZt:ch równan \\zglcdcm
otrz\'mam'"

i ("o- 4R) O

czyli nalezenie- pradu plYJ)3ccgc prlC7

woltomler~ równa ;it; 7, f'l, Nap;ecic mied7.~
punktarr 4 i n wynosi wie' 0,
Ten ~am \I ",nik mozna ntrz~' 'lac:- jeszcze

prosci~J, rozwaitj'lc (",r-wód oj Br D fJn.ed
przylaczenlt"Jn w()llon'ic 7<\. Wowc:r,a.~'J

drugiego pr.a\\'~ Kirchorf'a \\'\,Ci-;,,:t,

P( {w: istnieje k;;;, O, ze Xk(W) = l albo Xk(w) = N}) = l.

J h O

Spadck ~apl~ ''1mied71 punktamI (]t
I ,. 1: ho· O

Podlaczcni,,· wollomi\.·r?...a d,,) puukto\-\- oj i II
niczego nie moi'c ;tm,,"nlc

J(':h:H w Jbwod7j(; ..:.haterie podlac7)·mr
przeciwnym' znakami, ~'umZlrY"I",na ~ila

eleklf'(nnf)tor~'cn',a wynic ••.ic: O i prac', nic
bedzie plynal. D1alCI(o napieciev.~"ynicsl
E

p(i) = P( {pionek dojdzie kiedys do l albo N}I{Xl = i-l})' P( {Xl = i-l})+
+ P( {pionek dojdzie kiedys do l albo N}I{Xl = i+ O) . P( {Xl = H l }).

Jest intuicyjnie oczywiste (i niezbyt trudne do scislego udowodnienia), ze prawdopodobienstwo
warunkowe dotarcia kiedys do pola skrajnego, jezeli wiadomo, iz po pierwszym rzucie pionek
znalazl sie na polu i -l, jest po prostu równe prawdopodobienstwu osiagniecia kiedys pola l
albo pola N, gdy polozeniem poczatkowym jest i-l. Analogicznie rozumujemy w przypadku,
gdy Xl = i+ l. W rezultacie dochodzimy do wzoru

l l
p(i)= 2"p(i-I)+ 2"p(i+l) dla i=2, ..;,N-I.

z którego wynika, ze punkty o wspólrzednych (i,p(i» dla i =-1,2, ... ,N leza na jednej prostej
(dlaczego?). Prosta ta, jak wiemy, przechodzi przez punkty (1, l) oraz(N, l), zatem musi byc
p(i) = l dla i = 1,2, ... ,N, c.b.d.o.
Staje teraz przed nami problem znalezienia kryterium, które pozwoliloby okreslic "jakosc"
strategii.

Niech S bedzie dowolna ustalona strategia. Zastanówmy sie nad wygrana, która przypadnie
nam w udziale w wyniku zastosowania strategii S. Dla kazdego zdarzenia elementarnegow,
takiego, zeS(w) < + 00 IiczbaX,(<u)jest numerem pola, na którym stoi pionek w chwili naszego

wycofania sie z gry, a wiec nasza wygrana równa jestw(X,(<u». Widzimy zatem, ze wygrana jest
funkcja okreslona na zbiorze{w: S(w) < .+ oo}. Wygodniej jest miec do czynienia z funkcja

(zmienna losowa) okreslona na calym zbiorze D, dlatego umówmy sie, zew(X'(<U)de1 O na
zbiorze {w: S(w) = + oo} (nie ma to zreszta zadnego znaczenia z uwagi na to, iz, jak pamietamy,
S jest skonczona z prawdopodobienstwem jeden).

Gdyby strategia S byla taka, ze dla kazdej innej strategii S' zachodzilaby nierównoscw(X'(<u»,;;;'
;;;, w(X.'(<u» dla wszystkich w lub chociaz na zbiorze o prawdopodobienstwie jeden, to nie byloby
watpliwosci, ze S nalezy uznac za strategie najlepsza. Niestety, strategia o takiej wlasnosci na
ogól nie istnieje. Najrozsadniejsze, co mozemy zrobic w ogólnym przypadku, to starac sie
maksymalizowac "srednia" wygrana.

W tym miejscu mala dygresja. Przypomnijmy, ze wartoscia oczekiwana zmiennej losowejX,
przyjmujacej wartosciXl, ... , Xmz prawdopodobienstwami odpowiednioPl, ... ,Pm

(Pl + ... +Pm = l), nazywamy liczbeE(X) = XIPl + ... +xmPm. Wartosc oczekiwana
interpretujemy, zgodnie z nazwa, jako srednia, przecietna wartosc przyjmowana przez zmienna
losowa. Slusznosc takiej interpretacji potwierdzaja tzw. prawa wielkich liczb, formulowane jednak
w nieco mocniejszej wersji niz ta, która omawia sie w programie szkolnym. Chodzi, z grubsza
mówiac, o to, ze jesliX jest wynikiem pewnego doswiadczenia i doswiadczenie to powtarzamy
w sposób niezaleznyn razy, to sredni wynik, czyli srednia arytmetyczna wyników poszczególnych
doswiadczen jest, dla duzychn bliski E(X).

Mam nadzieje, ze powyzsze uwagi przekonaly Czytelnika o tym, ze z dwóch strategiiS',S"
te nalezy uznac za lepsza, dla której wartosc oczekiwana wygranej jest wieksza. Wrócmy znowu
do naszego przykladu.

E(w(X.,»= E(w(Xo» = l,
l l 3

E(w(X.,» = O' 2" + 3 . 2" = 2"'

widzimy wiec, ze strategiaS2 jest lepsza odSI. Zeby obliczyc E(w(X.3» iE(w(X ••»,
rozpatrzymy od razu sytuacje ogólna. Zalózmy mianowicie, ze l<:;; jl <:;; Xo <:;; j, <:;; N, przy czym
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Rozwiazanie zadania MS7.

Poniewaz punktyA j C sa symetryczne
wzJdedem prostejBE. wiec ol: ABF = ol: FBC.
PoniewazBClIAD, wiec ol:FBC = 4.A FB.

Jest zatemol:ABF = ol:AFB, skad AF = AB.
Katy BEC i CED opieraja sie na równych
lukach. a wiec prostaEC jest dwusieczna kata
BED. PoniewazBCIIAD ikat BCE jako kat
wpisany oparty na srednicy jest prosty.
prosta CE jest prostopadla do prostejFD.
ProstaCE jest osia symetrii trójkataDEF .
• zatemFG ~ GD.
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il <iz, i zdefiniujmy SUlo h](w) = min{k: Xk(W) =it alboXk(w) =iz}, czyli SUlo h] jest
pierwszym momentem, w którym pionek osiagnie jedno z pólil,iz. (Oczywiscie S3 = S[I,5]
S••= S[1.4]).

Z omawianego przed chwila twierdzenia wynika, zeS[lt. h] jest strategia. Obliczymy

E(w(X.Ulo h]»' Jasne jest, zeE(w(X.[lt. m» = W(1)P( {X'Ulo hl = il})+ wUz)P( {X'Ulo h] =
= iz}) = w(it)P( {X'[Jloh] = i.}) +wUz)(1-P( {X.[lt. h] = it}); wystarczy wiec obliczyc
P( {X.[lt.h] = id). Rozumowanie bedzie zupelnie podobne do tego, które przeprowadzilismy
poprzednio.

Prawdopodobienstwo, które mamy liczyc. zalezy od stanu poczatkowego, a wiec jest funkcja na
zbiorze {jl, ...•iz}; oznaczmy te funkcje przezr. Dla i# it,iz mamy

r(i) = P({X.[lt.hl = i.} I{Xl = i-I})P({Xl = i-I})+P({X.[lt.h] =idl{Xl = i+I})P({Xl =
l l

= i+l}) = r(i-l)'T +r(i+l)' T'
Ostatnia równosc jest intuicyjnie jasna i dowód jej, podobnie jak poprzednio, pominiemy.
W konsekwencji stwierdzamy. ze punkty o wspólrzednych(i, r(i» dla i = il, ... ,iz, leza

i -x
na jednej prostej, a poniewazrUI) = l. rUz) = O, to prosta ta ma równaniey = _._z_._.h-h
W rezultacie

r(i) = P({X'[Jloh] =it} = ~z-~ gdy Xo = i.h-h
Ostatecznie dochodzimy do wzoru:

iz-Xo XO-jl
E(w(X.[lt. h]» = w(h) -.--. +w(jz) -.-- ..

h-h h-h

Wzór ten ma ladna interpretacje geometryczna:

Srednia wygrana, wynikajaca ze stosowania strategiiSth. h]' równa jest wartosci w punkcie Xo
funkcii liniowej o wykresie przechodzacym przez punktyUl, w(it», Uz. wUz».
Korzystajac z tego ogólnego wyniku, mamy dla naszego przykladu

5-3 3-1 3
E(w(X·3» = (-l) 5-1 +4' 5-1 = T'

4-3 3-1 5
E(w(X·4» = (-l) 4-1 +3' 4-1 ="3'

Okazuje sie wiec, ze sposród strategiiSI, Sz, S3, S•• najlepsza jest, co raczej dosc trudno bylo
przewidziec. strategiaS••! Co wiecej, patrzac na rysunek i wykorzystujac wyprowadzone
twierdzenie, widzimy bez trudu, zeSI, jest najlepsza strategia równiez sposród wszystkich strategii
postaci Su••h], gdzie l ~ it ~ 3 ~ iz ~ 8.

Istnieje oczywiscie nieskonczenie wiele strategii, które nie maja postaciSUlo h]. ale tym niemniej
ta ostatnia uwaga wydaje sie nasuwac przypuszczenie, ze S••jest najlepsza strategia w ogóle,
czyli jest, jak mówimy. strategia optymalna. I jest nia rzeczywiscie! Fakt ten wynika
z nastepujacego pieknego twierdzenia dotyczacego sytuacji ogólnej:
Niech w* bedzie naj mniejsza funkcja "wypukla do góry", okreslona na przedziale(1, N), taka,
ze w*(i);;' w(i) dla i = l •...• N. Definiujemy:

z = {i: w*(i) = w(i}}

(Z nie jest zbiorem pustym bo zawsze {l,N} c Z). oraz

S*(w) = inf{k: Xt(W) E Z}.
S* iest strategia 'optymalna dla kazdego stanu poczatkowego Xo.

Obok podajemy wykres funkcjiw* dla naszego przykladu.
Mamy tutaj Z = {l. 4,5,7, 8}. Tak wiec uniwersalna optymalna strategia jest wycofac sie
w momencie. gdy pionek po raz pierwszy osiagnie którekolwiek pole o numerze ze zbioruZ.
Np. jesli Xo = 7. to trzeba od razu wycofac sie z gry, ale dlaXo = 2 lepiej jest przystapic do
rzucania moneta. Oczywiscie S*= SI" gdy Xo = 3.
Warto zwrócic uwage na to. ze zgodnie z poprzednio stwierdzonymi faktamiw*(i) jest
maksymalna srednia wygrana. jaka mozemy uzyskac, jezeli w chwili zerowej pionek stoi na
polu i.
Na zakonczenie jeszcze jedna uwaga. W sformulowaniu zasad naszej gry moglo komus nie
spodobac sie zalozenie, ze przed przystapieniem do rzutów moneta pionek znajduje sie na polu
Xo (skad sie tam wzial?). Rozsadniej byloby. byc moze, przyjac. ze poczatkowe polozenie
pionka zostalo wylosowane czyli, zeXo jest zmienna losowa. Latwo uwierzyc, a nietrudno
sprawdzic. ze równiez i wtedy S* jest strategia optymalna.

Czytelnika, który dobrnal do konca, przepraszam, ze nie dotrzymalem slowa i nie pokazalem
zapowiedzianego we wstepie zastosowania teor1i optymalnego stopowania do rozwiazywania
wielu konkretnych zagadnien. ale i tak artykul rozrósl sie ponad mjare.
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