Rownania rézniczkowe (11)

Twierdzenie o jednoznacznosci
rozwigzania zagadnienia (1)-(2)
orzeka, Ze jesli w ogole takie
rozwigzanie istnieje, to tylko jedno.
Twierdzenie o istnieniu orzeka, ze
istnieje co najmniej jedno
rozwigzanie — bez precyzowania, ile
jest rozwigzan,

Z zalozenia (por. «Delta», 1974, 10)
rozwigzaniem zagadnienia (1)-(2) ma
by¢ funkcja okreslona na pewnym
przedziale. Z tego wzgledu ,,dolna”

1
czgéé wykresu funkcji y= — =

nie nalezy do rozwigzania.
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W poprzednim artykule («Delta», 1974, 10) poznalismy kilka faktéw

zwigzanych z teorig réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Obecnie przyjrzyjmy sig
blizej niektérym wymienionym tam problemom. Rozwazania nasze beda dotyczyly
twierdzeri o istnieniu i jednoznacznoéci rozwiazania réwnania

D )

spelniajgcego warunek poczatkowy

) Y(Xo) = Yo,

gdzie fjest f}unkch okreslong w prostokacie 2 = {(x y): |x—x,| < a,
[y—yol < b}.

Zanim przejdziemy do ogélnych sformulowan, oméwimy kilka przykladéw.
Przyktad 1. Rozwiazaé réwnanie

(3) dy 2

z warunkiem poczatkowym

) »0) = 1.

gdzie £ jest zbiorem {(x, y): |x| < 5, [y—1| < 4}.

Stosujac metodg podana w poprzednim artykule o réwnaniach rézniczkowych
dochodzimy do wniosku, Ze rozwiazaniem réwnania (3) jest kazda funkcja postaci

= —_— = C st,
¥y P c On
oraz funkcja Yy = 0.

Warunek (4) spetnia tylko funkcja
- __1

y B x— l ’
rozpatrywana dla —5 < x < 1.
Rys. 1. przedstawia szkic krzywych catkowych réwnania (3). Kolorem zaznaczono
rozwigzanie zagadnienia (3)-(4). W przykladzie tym prawa strona réwnania (3)
tzn. funkcja f(x, y) = y* okreSlona jest na calej plaszczyznie, a wigc
i w calym prostokacie £. Mimo to rozwiazanie zagadnienia (3)~(4) jest okre§lone
jedyniedla —5 < x < 1.
Przyktad 2. Rozwigzaé réwnanie

Rys. 1

Warto sprawdzi¢, ze funkcja ta
rzeczywiscie ma pochodna w punkcie
»»sklejenia” x = c. Jak to zrobié?

Y

Rys. 2

dy —
. (5) —_— =2 |/ y
, dx
z warunkiem poczatkowym
(6) (0) = 0.

gdzie 2 = {(x, y): x — dowolny, y > 0}.
PoniewaZ prawa strona (5) jest nieujemna, wigc rozwiazanie musi by¢é funkcja
niemalejgca, zatem rozwiazaniem zagadnienia (5)-(6) jest kazda funkcja postaci
(x—¢c)? dla x>e¢, 0< c=const,

y—-{ 0 da x<e, - c=0
oraz funkcja y = 0.
Kazda z tych funkcji jest okre$lona i rézniczkowalna na calej prostej. Rys. 2
przedstawia szkic krzywych catkowych réwnania (5). Kolorem zaznaczono
rozwigzanie zagadnienia (5)-(6). Zatem, jesli prawa strona réwnania (1) jest nawet
wielomianem, a wiec funkcja okreslona na calej plaszczyznie (Przyktad 1),
to rozwigzanie konkretnego zagadnienia nie musi byé okreslone na calej prostej.
Jesli funkcja f(x, y) zalezy tylko od zmiennej y i jako funkcja jednej zmiennej
jest funkcja ciagla (Przyktad 2), to konkretne zagadnienie moze mieé
nieskoriczenie wiele rozwigzan.
Zanim sformutujemy podstawowe twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci
rozwigzania zagadnienia (1)—(2), podamy kilka niezbgdnych definicji pojeé
zwigzanych z funkcjami dwu zmiennych.
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D.c. zad. F19

Rozwazamy niezaleznie ruch czgseiliny lezacej
nia stole ora z zwisajgeei. Ale, uwaga, masa
kazdej z czgici zmicnia sig w czasie. Coraz
wigcej liny zwisa, a coraz mniej lezy na stole.
Mapiszmy zasade zachowania pgdu dla danej
czedei liny, Zminna pedu dp, w przedziale
casu {f, 14+ A1 wynosi:

(7) dp = FAt+ Am - Um, gdzie

© Fjest zewngtrzng sily dzinlajges, a Am vm
pedem przynoszonym (Wynoszonym) pracz
preyrastajgcy (ubywajges) masg dm.

W naszym zadaniu preybywajgce masy nie majy

sktadowej predkosci w kierunku ruchu
rozwakanej czgsei liny, (np. zwisajjca czgse
liny poruszs si¢ wadluz osi z, a przybywajgea
masa poruszady sig wedlud osi x). Dlatego,
drugi sktadnik w rownaniu (7) mozemy
pomingé, Odpowiednic rownania ruchu dla
pionowej | poziomej czgdel liny majg postad:

d x
J = —
= (1.‘ .'I.\)
d

M: ) g7
d'.-( e I

gdzie T jest naprekeniem liny, a ve i Us

8

oznaczajy predkoid stodkow mausy
odpowiednich czgsci liny, Ouzywiscie:

1 dx ) 1 ds

RSl T B

Odejmujye rownania (8) stronami

i wykorzystujge ealeinosc x I=— = otrzymamy:

) 2. 2 4
de? !

Rownanie (9) rokni sie od rownania (1),

dajycego poprawne rozwigzanic zadania

o czynnik 2 po prawej stromie. Gdzie zakradl

sig blad do preytoczonego rozumowanii.

Odpowiedd na str. 16.

Z twierdzenia Cauchy’ego—Picarda
izPrzykltadu 2 wynika, Zze

f(x, ) =¥y (y = 0) nie spetnia
warunku Lipschitza!

Rozwigzame zadania M 53

liczb podaiclt
26

yeh przez 26 jest podaieina przez

Wynika stgd, ie liczba 277
podzielna preez 262 27+ 169, a wice i praez

169

Niech f(x, y) bedzie funkcja okreslona w prostokacie 2. Niech dalej P, =

= (X,, ¥a), n = 1, 2, ..., o0znacza dowolny ciag punktéw prostokata £2; niech
P = (x, y) € 2. Zamiast f(x, y) moZzemy wigc pisaé: f(P). Przez p(P,, P)
bedziemy rozumieli odlegloé¢ punktu P, od punktu P.

DeriNICIA 1. Ciag P, jest zbiezny do punktu P, jesli ciag liczbowy o(P,, P)
jest zbiezny do zera.

DerINICIA 2. Funkcja f(x, y) jest ciggla w danym punkcie P, jesli dla kazdego
ciggu P, zbieznego do P ciag liczbowy f(P,) jest zbiezny do f(P).

DEerFINICIA 3. Funkcja f(x, y) jest ciagla w £, jesli jest ciagla w kazdym punkcie
Pel. :

Funkcjami cigglymi w £ sg m.in. funkcje postaci
L1081 () +L(X)g(0) + .. +A(X)g(),

gdzie f;, g, i = 1, 2, ... k, s3 funkcjami cigglymi jednej zmiennej.

DerFINICIA 4. Funkgja f(x, y) spelnia w £2 warunek Lipschitza ze wzglgdu na
zmienng y, jeli istnieje stala L taka, Zze dla kazdej pary punktéw (x, y,), (x, ¥2)

1£Cx, y1)=S(x, y2)l < Llyy—yal-

Przykladem funkcji spelniajacej ten warunek moze by¢ np.
Sf(x,y) = sin(x+y)
dla 2 bedacego cala plaszczyzng. Istotnie

Isin(x +y;)—sin(x+y,)| = 2 |sin 2 ;J’z e 2X+J;1 +2

< 1:|y;—yal

Liczba L réwna jest tutaj jednosci.

W roku 1890 wloski matematyk Jozef Peano udowodnil, Ze jesli funkcja f(x, y)
jest ciagla w prostokacie £, to istnieje co najmniej jedno rozwigzanie y = y(x)
zagadnienia (1)—(2), okreslone w pewnym otoczeniu punktu x,.

Twierdzeniem, ktére gwarantuje istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazania zagadnienia
(1)—(2), jest np. twierdzenie Cauchy’ego—Picarda. W zalozeniach tego

twierdzenia oprécz warunku ciagglosci funkcji f(x, y) wystgpuje warunek
Lipschitza.

Przyktad 3. RozwiaZmy réwnanie

Y1—)2
< o L A
2 3 <

sin

(@) -;,:- + i = sint.
z warunkiem poczatkowym
(8) i(0) = 0.

(Zagadnienie tego typu wykorzystuje si¢ do analizy obwodéw elektrycznych).
Twierdzenie Cauchy’ego—Picarda gwarantuje nam istnienie i jednoznaczno§é
rozwiazania zagadnienia (7)—(8), poniewaZ prawa strona réwnania (7) spelnia
zalozZenia tego twierdzenia. Wynika stad przede wszystkim, Zze warto w ogdle
szuka¢ rozwigzania naszego zagadnienia. Co wigcej — wiemy juzZ, Ze istnieje
dokladnie jedno rozwigzanie. Gdyby wigc udalo nam sig je w jaki$ sposéb
odgadnad, to bedziemy mieli pewno$é, 2e zagadnienie zostalo w pelni rozwigzane.
Przy pewnej wprawie i odrobinie szczgécia daje si¢ odgadnac, Ze rozwigzaniem
zagadnienia (7)—(8) jest funkcja

i(t) = %(e"+sint—co§r).
Jednym z pozytkéw plynacych z twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci jest

wiec to, ze dzieki niemu zgadywanie staje si¢ calkiem porzadna metoda
rozwigzywania rownarn rézniczkowych.
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