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Przestrzenia kartezjanska n-wymiarowa (ozn.

C") nazywa sie zbiór wszystkich n-elementowych

ciagów liczb rzeczywistych. Plaszczyzna
z ukladem wspólrzednych moze byc

interpretowana jako C' (bo kazdy punkt
mozemy uwazac za pare liczb), a przestrzen

trójwymiarowa z ukladem wspó1rze4nych-

jako C'.Os liczbowa jest przestrzenia CI. Ze

wzaledu na geometryczne interpretacje
przestrzeni Cl, C' i C' przy mówieniu

o przestrzeniach C" stosuje sie terminologie

aeometryczna. W szczególnosci -elementy

C" nazywa sie punktami.

Funkcja rzeczywista - funkcja, której wartosci

sa liczbami rzeczywistymi.

Ekstremum globalne - punkt, w którym funkcja

przyjmuje wartosc najwieksza lub najmniejsza
w calym obszarze.

D. c, zad. FI9

przy ruchu ze zmienna masa calkowity ped danej

c~i liny nie równa sie pedowi srodka masy,

(tutaj jest dwukrotnie wiekszy). W równaniach

(8) powinien wystepowac calkowity ped danej

czesci liny, czyliv" i v. powinny okreslac

predkosc po=zególnycb elementów liny, a nie
ich srodka masy. Ze wzgledu na przybywajaca

(ubywajaca) mase predkosc srodka masy jest
dwukrotnie mniejsza niz elementów liny,

T ~ R i2(patrz równanie (6»),2

Wiele problemów technicznych polega na zaprojektowaniu takiego urzadzenia. które
spelniajac zalozone warunki charakteryzowaloby sie np. mozliwie naj mniejszym kosztem.
ciezarem itp. Osiagniecie takiego efektu polega na ogól na przeprowadzeniu obliczen dla tak
wielu mozliwych przypadków. ze jest w praktyce trudne do zrealizowania. Zastosowanie
elektronicznej techniki obliczeniowej nierzadko umozliwia uzyskanie rozwiazania.
Zajmuje sie tym dziedzina zwana optymalizacja.
Podstawowym problemem stojacym przed rozwiazujacym zadanie optymalizacyjne jest
zbudowanie odpowiedniego modelu matematycznego. Innymi slowy. chodzi o takie
sformulowanie tego problemu. zeby poszukiwane rozwiazanie polegalo na znalezieniu extremum
pewnej funkcji n zmiennych. okreslonej w pewnym obszarzeD.
Dokladniej: w przestrzeni kartezjanskiejc" dana jest funkcja:

I(X) gdzie X = (Xh .••• x.).

Dany jest ponadto obszarD opisany nierównosciami

gl(X);;" O. i = 1•...• K.

gdzie g, - funkcje rzeczywiste.
Funkcja/(x) okreslona jest w obszarzeD. Nalezy znalezc maksymalna wartosc/(X) w tym
obszarze oraz wspólrzedne punktu. w którym funkcja te wartosc 'przyjmuje. FunkcjeI(X)
nazywa sie funkcja celu.
Rozwiazanie tego zagadnienia bywa bardzo trudne. Trudnosc zalezy tu od postaci funkcjili gl.
Jezeli wszystkie te funkcje sa liniowe - mamy do czynienia z problemem tzw. programowania
liniowego. W takim przypadku znane sa metody dokladnego rozwiazania problemu za pomoca
maszyny matematycznej. Czesto jednak zdarza sie w praktyce. ze funkcjeI i gl sa nieliniowe
i skomplikowane tak dalece. ze trudno powiedziec cos o wlasnosciach funkcji loraz o cechach
obszaru D opisanego przez funkcjegl. W takich przypadkach (tzn. wtedy, kiedy nic nie mozna
z góry zalozyc oI i g,) nie istnieja ogólne metody rozwiazania zadania optymalizacyjnego.
tzn. nie znamy sposobu gwarantujacego znalezienie ekstremum. Stosuje sie wówczas metody.
które, chociaz matematycznie niedoskonale. sa atrakcyjne z punktu widzenia pracy inzyniera.
Punktem wyjscia sa tu tzw. metody losowe (zwane tez metodami Monte Carlo). Wykorzystuja

one zdolnosc maszyny matematycznej do szybkiego sprawdzenia. czy dany punktX nalezy doD.

oraz równie szybkiego obliczenia wartosciI(X). Metoda poszukiwania najwiekszej wartosci
funkcji I polega wówczas na realizacji nastepujacego ciagu czynnosci:

l. Losuje sie punktX (maszyna i to potrafi).
2. Sprawdza sie. czy punkt ten nalezy doD. jezeli nalezy - przechodzi sie do punktu 3. '

w przeciwnym przypadku - wraca sie do punktu 1.

3. Oblicza sie wartoscl(jf).

4. Jezelil(X)jest pierwsza uzyskana wartoscia - zapamietuje sie ja jakoIm ••. W przeciwnym

przypadku - porównuje sieI(x) zim•• i O ile I(X) > Im••• podstawia sieIm•• = I(X).
S.Wraca sie do punktu 1 powtarzajac wielokrotnie procedurel-S.
Opisana metoda nie gwarantuje, oczywiscie. znalezienia globalnego extremum funkcjif,jest
czasochlonna i malo efektywna. Dokladnosc wyniku zalezy od liczby badanych punktów. a wiec
od czasu pracy maszyny. Metode te stosuje sie rzadko. natomiast istnieja jej modyfikacje
pozwalajace dochodzic do lepszych wyników ]aleko szybciej.
Warto tu wspomniec o tzw. metodzie bladzenia. Polega ona na realizacji ciagu nastepujacych
czynnosci:
l. Losuje sie punktXo e D.

2. Otacza sie ten punkt n-wymiarowym "prostopadloscianem" o srodkuXO i danych z góry
dlugosciach krawedzi (na ogól niewielkich). "Prostopadloscian" ten nazywac bedziemy komórka
KO o srodku Xo.

3. Losuje sie punktXl nalezacy doKO i bada sie. czy nalezy on do obszaruD. Jezeli nalezy -
oblicza sie/(XI). otacza Xl komórka i powtarza proces od punktu 2 dlaXl (zamiast XO).
W przeciwnym przypadku -losuje sie w komórceKO inny punkt i bada sie go tak jak punktXl

4. Jezeli przy tymPo kolejnych losowan w komórceKO nie daje efektu w postaci wylosowania
punktu nalezacego doD - zmniejsza sie komórke dzielac jej wymiary np. przez 2i ponawia sie
próby. Jezeli natomiastSo kolejnych losowan prowadzi do uzyskania punktów nalezacych do
D - zwieksza sie wymiary komórki mnozac je np. przez 2 i ponawia sie próby.

S. Zapamietuje sie najlepsze wyniki (tzn. wartosc funkcji celu i odpowiadajacy jej punkt).
6. Dzialania wg punktów 1-5 stanowia I etap metody. W II etapie realizuje sie procedure1-5.
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Gradient - wektor, którego wspólrzednymi sa

pochodne czastkowe funkcji. Dla funkcji dwu
zmiennych, na przyklad, gradJ(x,y) =

(oJ or) .= iiX' oy • (Prosze sprawdzIc, ze

grad (x·y) = (y, x». Kierunek tego wektora

interpretuje sie jako kierunek najszybszego

wzrostu (spadku) wartosci funkcji, a jego
dlugosc - jako miare predkosci tego wzrostu
(s~adku).

Zbieznosc metody. Metoda, pozwalajaca na

znajdowanie rozwiazan przyblizonych nazywa

sie zbiezna ,jesli mozna udowodnic, ze ciag
otrzymywanych przy zastosowaniu tej metody

rozwiazan przyblizonych jest zbiezny do
rozwiazania dokladnego.

Od Red.: Nie zawsze zagadnienia optymalizacji
polegaja na maksymalizacji funkcji celu.

Niektórych zagadnien praktycznych nie da sie

sprowadzic do takiego modelu. Do tej sprawy
wrócimy w przyszlosci.

z tym ze srodek komórki przenosi sie do nowego punktu tylko wówczas, gdy wartosc funkcji
/ Jest w tym punkcie lepsza niz w srodku komórki. W II etapie punktami startowymi sa
najlepsze z punktów uzyskanych w I etapie (np. 10 tych punktów).

Naszkicowana metoda jest efektywniejsza od zwyklych metod losowych. Odpowiednie dobranie
wartosci Po i So pozwala na takie sterowanie procesem, ze przeszukiwane jest wnetrze obszaruD
badz jego brzeg. Poniewaz w zadaniach technicznych rozwiazanie (tzn. punkt, w którym funkcja/
osiaga ekstremum globalne) lezy na ogól na brzegu obszaru, stwarza to dodatkowa korzySC dla
rozwiazujacego. Z drugiej strony stosowanie tej metody za pomoca maszyny jest
czasochlonne i w gruncie rzeczy efekty nie sa najlepsze.

Krokiem naprzód w stosunku do opisanych metod jest tzw. metoda osiowa (Gaussa-Zeidela).
Realizacja jej przebiega nastepujaco:

1. Los"uje sie punkt startowyXo =(x~, ... ,x~) nalezacy doD i oblicza /(XO).

2: Dla arbitralnie przyjetej liczbyh > O oblicza sie/(x~ +h, ... ,x~).
3. Bada sie czy/(x~ +h, ... ,x~)> /(XO). Jezeli tak - obliczasie/(x~+2h, ... ,x~)itd. dopóty,

dopóki uzyskuje sie wartosci lepszeod/(XO). JezC"1inie - oblicza sie/(x~-h, ...,x~)
i postepuje analogicznie.

4. "Uzmienni,a sie" w powyzszy sposób kolejno wszystkie wspólrzedne uzyskujac
"sciezki" punktów równolegle odpowiednio do poszczególnych osi ukladu wspólrzednych.

Koncowy punkt ostatniej sciezki zapamietuje sie jako najlepszy i wraca sie do punktuIl
startujac z nowo wylosewanego punktu.

Metoda ta daje niezle wyniki dla funkcji o niewielkiej liczbie zmiennych. Dla funkcji o duzej
liczbie zmiennych jest ona czasochlonna. Nie gwarantuje (podobnie, jak poprzednie metody)
znalezienia ekstremum globalnego, a jej efektywnosc zalezy od liczby sciezek, a wiec od czasu
pracy maszyny. Na marginesie warto wspomniec, ze istnieje metoda wywodzaca sie z wyzej
opisanej i wzbogacajaca ja o obrót ukladu wspólrzednych po okreslonych cyklach poszukiwan
"wzdluz osi". W wielu przypadkach jest ona bardzo szybka i efektywna.

Odrebna klase metod optymalizacyjnych stanowia tzw. metody gradientowe. Przyklad takiej
metody realizuje ciag nastepujacych czynnosci:
1. Losuje sie punkt startowyXO e D.
2. W punkcie XO oblicza sie grad/(XO).

3. Okresla sie punktXl = XO +grad /(XO).

4. Bada sie czyXl E D. Jezeli nalezy - powtarza sie proces od p. 2 dlaXO = Xl i dalej dla

Xl-l = Xl. Jezeli nie nalezy- swiadczy to, ze wektor gradientu "przecial" brzeg
obszaru. Sprawdza sie wówczas,

l l-l 1 ( l-l) •czy punkt X = X + - grad / X nalezy doD (sJest dana z góry liczba wieksza od 1).s

Zalozona liczba takich badan ze skutkiem negatywnym konczy "sciezke" gradientowa.
Zapamietuje sie wówczas ostatni punkt tej sciezki nalezacy doD oraz odpowiadajaca mu
warto~c funkcji celu.

5. Powtarza sie caly proces dla nowego punktu startowego itd.

6. Jezeli ekstremum nie znajduje sie na brzegu obszaru, proces konczony jest za pomoca
osobnego kryterium (np. porównywanie dwóch sasiednich wartosci funkcji celu).

Metody gradientowe bywaja szybkie i skuteczne dla wielu funkcji i obszarów. Równiez i one
nie daja gwarancji uzyskania ekstremum globalnego.
Wada wszystkich naszkicowanych tu (a takze innych) znanych metod jest ich niezbieznosc.
Dlatego ich wartosc matematyczna jest zapewne niewielka lub zadna. Sa one jednak

z powodzeniem stosowane w rozwiazywaniu konkretnych zagadnien technicznych, które nie.
pozwalaja opisac sie za pomoca funkcji posiadajacych okreslone wlasnosci oraz okreslonych
w obszarze spelniajacym warunki regularnosci (np. wypuklym). Jezeli nawet znaleziona za

pomoca którejs z tych metod wartosc/max nie jest ekstremum globalnym, to w kazdym razie na
ogól jest "Iepsza" od np. wylosowanej czy odgadnietej. Dlatego sa one pozytecznym
instrumentem wspólpracy inzyniera z maszyna matematyczna.

Korespondencyjne Towarzystwo Naukowe

Inicjatywa kol. Snopczynskiego lDelw 1975,1 - okazala sie bardzo cenna. Wielu Czytelników prosi o zamieszczenie ich adresów chcac
nawiazac kontakt z kolegami o podobnych zainteresowaniach. Byc moze z czasem wypracujemy jakas forme.organizacyjna tych
kontaktów - np. Mlodziezowe Towarzystwo Naukowe lub kola Mlodziezowe Polskiego Towarzystwa Fizycznego i Polskiego Towarzystwa
Matematycznego. Czekamy na wypowiedzi. Na lamach «Delty. w kaciku Korespondencyjne Towarzystwo Naukowe bedziemy zamieszczac
adresy Czytelników pragnacych nawiazac kontakt listowny z kolegami i kolezankami.

Adresy

Jerzy Brolon 95-021 Andrzejów k/Lodzi ul. Slowackiego 23
Miroslaw Pstragowski 93-219'Lódz ul. Tatrzenska 69 m. 33
Artur Kalita 22-460 Szczebrzeszyn ul. Ogrodowa 17
Stanislaw Wróbel 33-101 Tarnów ul. Traugutta 7/1

17

Tomasz Prokop 15-215 Bialystok ul. Konopnickiej 12 m 9
Romuald Mirski 64-920 Pila ul. Bieruta 15 m 1

Tomasz Kasperski 84-300 Lebork ul .15 Grudnia 29a m 6
Lidia Czajkowska 26-110 Skarzysko-Kam. ul. Zielona 47


