Geometria, prawdopodobienstwo i udana randka

Umawiamy sig, 2e polem zbioru pustego jest
zero.

Dr Ryszard ZIELINSKI

Masz prawo, drogi Czytelniku, by¢ zaskoczony tym zestawieniem réznych pojeé

i zdziwi€ sig, co moga miec¢ ze sobg wspdlnego geometria, prawdopodobienstwo

i udana randka. Dla unikniecia nieporozumien powiem od razu, ze udana randka
to taka, ktdra si¢ w ogéle odbyla, bez wzgledu na to, czy w czasie tej randki udato
si¢ co§ komus$ czy nie. Ale pogawedke rozpoczne od geometrii

i prawdopodobienstwa.

Niech dana bedzie na plaszczyznie figura geometryczna Q taka, ktéra ma
skoniczone pole. Niech 4 bedzie rodzing tych wszystkich podzbioréw tej figury,
ktdre réwniez majg pole. Zdefiniujemy funkcje P okreslona dla A € of za pomoca
wzoru

Bez trudu zauwazamy, Ze funkcja P przyjmuje wartosci z przedziatu ¢0,1), ze
P(£) = 1 oraz ze dla zbioru pustego @ jest: P(&) = 0. Réwniez natychmiast
widoczne jest, Ze jeZeli 4 i B s3 dwoma zbiorami rozlgcznymi (4, B € ), to
P(A U B) = P(A)+ P(B). Nawet wiecej: jezeli A, A,, ... jest ciagiem zbioréw
parami roziacznych, to P(4, U 4, U ...) = P(4,)+ P(4,)+.... Funkcja P

o takich wlasnosciach nazywa si¢ prawdopodobieristwem, a dla podkreslenia
faktu, ze zdefiniowana jest za pomoca pSl odpowiednich figur geometrycznych,
nazywa sie ja prawdopodobienstwem geometrycznym.

Oto dwa proste przyklady:

Przyklad 1. Niech zbiorem £ bedzie figura skladajaca sie z 52 kwadracikéw

o jednakowym polu. Kazdemu kwadracikowi przyporzadkujemy wzajemnie
jednoznacznie jedng z 52 kart do gry. Prawdopodobiefistwo figury sktadajacej sie
z tych kwadracikéw, ktérym przyporzadkowano asy, jest réwne 4/52. Jest to
dokladnie to samo, co prawdopodobienstwo, ze wyciagnieta losowo z talii karta
okaze si¢ asem! Mdwiagc o prawdopodobieristwach geometrycznych mamy w tym
przypadku zwykle na mysli nastgpujaca interpretacje: Na figure 2 rzucamy
losowo punkt; prawdopodobienstwo tego, Ze upadnie on na jeden z tych
kwadracikéw, ktorym przyporzadkowano asy, jest rowne 4/52.

Przyklad 2. Niech dany bedzie na plaszczyznie zbidr 2 = {(x,):0< x < 1,

0 < y < 1}. Oczywifcie Pole () = 1. Zdefiniujemy zbiér 4 jako zbidr tych
punktéw kwadratu Q, ktérych pierwsza wspdirzedna jest mniejsza od drugiej:

A = {(x,9):0 < x <y < 1}. Oczywiécie Pole (4) = 1/2. A wiec
prawdopodobiefistwem zbioru 4 jest P(4) = 1/2. Ten wynik interpretuje sie,
podobnie jak w poprzednim przykladzie, w nastgpujacy sposéb: Na kwadrat
Jjednostkowy 2 rzucamy losowo punkt; prawdopodobienstwo, Ze upadnie on na
tréjkat A4, jest réwne 1/2. MoZna to réwniez interpretowaé inaczej: jezeli

w kwadracie wybierzemy losowo punkt (tak jak wybieramy losowo karte z talii),
to z prawdopodobienistwem 1/2 okaze sig, Ze punkt ten nalezy do tréjkata A.

I jeszcze jedna interpretacja: koledzy X i ¥ wybieraja losowo i niezaleznie od
siebie liczbg z przedziatu {0,1). Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na
tym, Ze liczba wybrana przez kolege X okazZe si¢ mniejsza od liczby wybranej
przez kolege Y, jest rowna 1/2.

Uzbrojeni w przedstawiong wyZej teori¢ mozemy wréci¢ do sprawy naszej randki.
Rozwiazemy mianowicie nast¢pujace zadanie. Jola i Wojtek uméwili sig, ze kazde
z nich przyjdzie na wyznaczone miejsce migdzy godzing 16 i 17 i bedzie czekato na
drugie 15 minut, ale nie dtuzej niz do godziny 17. Jezeli w ciagu tego czasu

drugie z nich nie przybedzie, osoba czekajaca opuszcza miejsce spotkania.
Zakladajac, 2e oboje zjawiajg si¢ w uméwionym miejscu w sposéb losowy,
obliczyé prawdopodobieristwo, ze dojdzie do spotkania.

Oznaczmy przez x chwilg przybycia Joli i przez y chwilg przybycia Wojtka. Pare
(x, y) bedziemy interpretowali jako punkt na plaszczyZnie. Figura 2 bedzie teraz
zbiér {(x,y):16 < x < 17,16 < y < 17}. Zbiér A ma postaé {(x, y):16 < x < 17,
16 < x < 17, [x—y| < 1/4}. Pole (£2) = 1, Pole (4) = 7/16. Prawdopodobienistwo,
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ze randka uda sig, jest wigc rowne 7/16. Zauwazmy, 2e chociaz kazda z umawiajacych
si¢ 0s6b czeka najwyzej 1/4 okresu czasu wyznaczonego na spotkanie, to
prawdopodobienstwo, ze dojdzie do spotkania, réwne jest prawie 1/2.

Zadanie dla Czytelnika: Przypusémy, ze w powyzszym przykladzie Ji W umawiaja sie

w nastepujacy sposob: kazde z nich bedzie czekalo na drugie 7 minut, ale nie dluzej niz do
godz. 17. Jakie powinno by¢ ¢, aby prawdopodobiefistwo, Zze dojdzie do spotkania, bylo duze,
powiedzmy wigcksze od 1—¢&?

Aby pokaza¢ Czytelnikowi, ze prawdopodobieristwa geometryczne stuzg réwniez
mniej blahym sprawom, zacytuje dwa zadania, poprzedzajac je jednak dwiema
uwagami.

Uwaga 1. M6wiac o losowym rzucaniu punktu na figur¢ £ (lub o losowym
wyborze punktu z £2) mamy na mysli takie rzucanie, przy ktérym punkt

z jednakowym prawdopodobienstwem moze upa$¢ na kazde miejsce figury.
Méwige dokladniej: prawdopodobienstwo, ze punkt upadnie na pewien podzbior
danej figury, zaleZy tylko od pola tego podzbioru, a nie zaleZzy ani od jego
ksztaltu, ani od jego poloZenia wewnatrz £2. W takich sytuacjach méwi si¢ réwniez,
ze punkt ma rozkiad jednostajny (lub: réwnomierny) na figurze £2.

Uwaga 2. Zupelnie analogicznie mozna méwié o figurach geometrycznych na
prostej lub o figurach w przestrzeni tréjwymiarowej (lub wigcejwymiarowej).
Wtedy ,,pole” nalezy zastapié przez ,,dlugos¢” lub ,,objetos¢”.

A teraz dwa zapowiedziane zadania.

Zadanie 1 (A. Plucinska, E. Plucifiski: Zadania z rachunku prawdopodobienstwa i statystyki

mtematym‘lej dla studentéw politechnik). Przez jednotorowy odcinek drogi o koficach A, B
przejecha¢ maja dwa tramwaje jadace z przeciwnych kierunkéw niezaleznie od siebie. Plerwszy

tramwaj przybywa do A w chwili ¢,, drugi do Bw chwili £, przyczym I" < 1, < T, T'< 1, <

< T”. Wszystkie punkty odcinka {T", T"") s3 jednakowo prawdopodobne. Niech T'—T'm

= 15 minut. Obliczy¢ prawdopodobiefistwo tego, e jeden z tramwajow bedzie musial czekaé,

az drugi przejedzie, jesli a) czas przejazdu przez odcinek 4B wynosi 3 min., b) czas przejazdu

od A do B wynosi 3 min., a od Bdo A — 2 min.

Zadanie 2 (L. D. Mieszalkin: Zadania z rachunku prawdopodobiesistwa). Dla zloZenia lozyska
kulkowego konieczne jest, aby zwigzek migdzy promieniem R zewngtrznej obreczy,
promieniem r wewnetrznej obreczy i §rednicg d kulek (rozrzut promieni kulek pochodzacych
zjednej partii produkcji jest na tyle maly, Ze mozna go zaniedba¢) wyrazal si¢ wzorem

0< R-r—d< 4.

Zaldimy, ze R, r i d sa niezalezne i maja rozkiad jednostajny na odcinkach (50,0, 51,0),
{40,0, 41,05, <9,5, 10,0). Obliczy¢ prawdopodobiefistwo zlozenia lozyska dla é = 0,5 mm.

i Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 52. Udowodnié, Ze plaszczyzna pozbawiona jednego punktu nie jest sumg prostych
rozlacznych.
Rozwigzanie na str. 7.

M 53. Udowodnié, Ze jezeli n jest liczba naturalng, to liczba 27*" — 27— 26n jest podzielna
przez 169.

Rozwigzanie na str. 5.

M 54. Na wieczorku bylo 28 par i 28 panéw. Kazdy z obecnych tam panéw znal dokladnie dwie
obecne panie i kazda z pai znala dokladnie dwoch pandéw. Wykazaé, ze w pierwszym taiicu
kazda para mogla skladac¢ si¢ z 0séb znajgcych sig. (Przyjmujemy, ze jezeli pan A zna panig X,
to pani X zna pana A4)

Rozwigzanie na str. 15,

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F19. Na poziomym gladkim stole polozono wyprostowana, nierozciagliwg ling o diugosci /

i masie M, w ten sposéb, e cz¢d¢ liny zwisa pionowo w dol. Pod wplywem wlasnego cwhru
lina zaczela zsuwac sig ze stolu. Opiszcie ruch kofica liny, jezeli tarcie liny o powierzchnig stotu
mozna poming¢, a w chwili poczatkowej dlugoéé zmsancej czedei liny wynosila Iy (lp < 1),
Sprawd!:cle. czy otrzymane przez Was mzwq.mme spelnia zasad¢ zachowania energii oraz czy
opisuje ruch liny az do ostatecznego zsuniecia si¢ jej ze stolu.

Rozwigzanie na str. 2.

13



