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Rys. 6

A MOZE BY TO JESZCZE POPRAWIC?

Mozna. Jezeli postaracie sie o odpowiedni tranzystor, zbudowany z niego i paru
oporników wzmacniacz pradu stalego powiekszy czulosc przyrzadu. Trzeba tylko
polaczyc schemat wedlug rys. 6. Tranzystor moze byc np. typu BCPI09C lub
inny o podobnym wzmocnieniu. Polozenie zerowe igly magnetycznej przy uzyciu
wzmacniacza bedzie inne niz bez niego, ale przy cechowaniu wezmiemy to pod
uwage. Jezeli bedziecie lutowali tranzystory, pamietajcie o uchwyceniu
wyprowadzen szczypcami miedzy tranzystorem a miejscem lutowania w celu
odprowadzenia ciepla, tranzystory bowiem nie lubia wysokiej temperatury!
Jezeli pójdziecie za moja rada, wyposazycie swoje domowe laboratorium
w przyrzad niezbyt precyzyjny, ale za to umozliwiajacy wykonanie szeregu
ciekawych doswiadczen. Jakich? Nad tym zastanowimy sie wspólnie
w przyszlosci.

o przestrzeniach metrycznych (II)

Doc. dr Maria MOSZYNSKA

Rys. t

Jednym z podstawowych pojec metrycznych jest pojecie kuli. Jest to naturalne
uogólnienie na dowolna przestrzen metryczna pojecia dobrze wszystkim znanego.
Rozwazmy najpierw przestrzen euklidesowa trójwymiarowaE3 ze zwykla metryka,
tzn. z metryka okreslona przez wzór

(l (p, q) = Y(Xt-YI)2+(xz-YZ)Z+(X3-Y3)Z

dla punktów p i q o wspólrzednych (Xl' Xz, X3) i (YI, Yz, Y3)'Kula o srodku a
i promieniu A > Ojest - w potocznym sensie - podzbiór tej przestrzeni zlozony
z punktów odleglych oda nie wiecej niz o .? (tj. takich X, dla których (l(x, a) ~ .?).
Nam bedzie chodzilo o zbiór tych punktówX, dla których

(l(x,a) < A.

Tak czy inaczej wyraz "kula" kojarzy sie u wiekszosci ludzi z figura
przedstawiona na rys. 1.
Pojecie kuli w dowolnej przestrzeni metrycznej stanowi uogólnienie pojecia takiej
wlasnie zwyklej kuli. Rozwazmy przestrzen metryczna(X, (l), punkt a ze zbioru X
i liczbe A > O. Kula o srodku a i promieniu A(w przestrzeni (X, (l» nazywamy zbiór
wszystkich punktów X zbioru X spelniajacych nierównosc

(l(X, a) < A.

Zbiór ten bedziemy oznaczac symbolemK(x.(!) (a, A) lub - jesli to nie prowadzi
do nieporozumienia - po prostuK(a, A).
Jasne jest, ze kulami na plaszczyznie z metryka kartezjanska (tzn. zwykla) sa kola
bez brzegu. A jak wygladaja kule w innych przestrzeniach metrycznych, o których
byla mowa w I czesci tego artykulu? Niech na przyklad(EZ, e) bedzie plaszczyzna
z metryka miejska; sprawdzmy, czym jest kula o srodku w poczatku ukladu
wspólrzednych O i o promieniu.? = L Jest to zbiór opisany przez nierównosc

IXll+lxzl < l,
która jest równowazna z alternatywa nastepujacych czterech formul:

Formuly (1)-(4) opisuja zbiory zaznaczone odpowiednio na rys. 2. A wiec rozwazana
kula jest kwadratem (bez brzegu), którego przekatne leza na osiach ukladu
wspólrzednych i maja dlugosc 2.
Ksztalty kul na plaszczyznie z metryka kolejowa(l* sa jeszcze mniej podobne do
ksztaltu "zwyklej" kuli, tj. kuli na plaszczyznie kartezjanskiej (patrz zadanie l).
Poslugujac sie pojeciem kuli mozna zdefiniowac szereg pojec, które róznia sie
w sposób bardzo istotny od poznanych dotychczas. Na czym ta róznica polega,
postaramy sie wyjasnic wIII czesci tego artykulu.Rys. 2

(1)
(2)
(3)
(4)

Xl ~ O

Xl ~ O

Xl ~ O

Xl ~ O

Xz ~ O i
Xz ~ O i
Xz ~ O i
Xz ~ O i

Xl +xz-I < O,
-Xl +xz-I < O,
-xl-xz-I < O,

xl-xz-I<O.
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Rozwiazanie zadania M49.

Takimi pr~kosciami sa2ktl .• gdzie k jesl+1
liczba naturalna. Wykatemy to dlak = l
(dowód dla innychk jest podobny). Zalózmy
mianowicie, ze wraz z samochodem A

jadacym z pr~kosciaT wjezdta na
skrzyzowanie X (przy zielonym swietle)
samochód B jadacy z predkosciatI. Samochód
B dojezdza do kolejnego skrzyzowania, wraca
do X i jeszcze raz zmienia kierunek jazdy.

Dojedzie on oczywiscie do drugiego
skrzyzowania razem z samochodem A. któr)
napotka wobec tego zielone swiatlo.

Ustalmy teraz przestrzen metryczna(X, e) i wezmy pod uwage podzbiórA zbioru
X. Okreslimy dwa zbiory:wnetrze zbioru A, które oznacza sie symbolem IntA
(lac. interna), oraz domkniecie zbioru A, które oznacza sie symbolem CIA

(lac. clausura) badz tez po prostuA:
Int A jest zbiorem tzw. punktów wewnetrznych zbioruA, tj. punktów x ze
zbioru X spelniajacych nastepujacy warunek:

istnieje liczba J" > O, taka ze K(x, J,,) c A.

Oczywiscie mowa tu o kuli w przestrzeni(X, e), a wiec zbiór Int A zalezy od
przestrzeni, w której dany zbiórA zostal umieszczony. Np. wnetrze odcinka
traktowanego jako podzbiór prostej euklidesowej sklada sie ze wszystkich jego
punktów z wyjatkiem konców, natomiast wnetrze tego samego odcinka
traktowanego jako podzbiór plaszczyzny z metryka kartezjanska jest zbiorem
pustym. Dlatego czasem lepiej zaznaczyc, o jaka przestrzen chodzi, piszac
Int(x, e) A zamiast IntA.
Warto zauwazyc, ze dla dowolnego podzbioruA plaszczyznyE2 zachodzi
równosc

Int(E2,e)A = Int(E2,e)A,

tzn. wnetrze zbioruA jest takie samo w przypadku metryki kartezjanskiej, jak
miejskiej, mimo ze, jak wiemy, kule w metryce kartezjanskiej i w miejskiej róznia
sie ksztaltem. Czytelnik sam zastanowi sie nad tym, czy zastepujac metryke
miejska e przez kolejowae* równiez nie zmienimy wnetrz dowolnych podzbiorów.
Pomoze mu w tym zadanie 3.
CI A mozna zdefiniowac tak: NiechX-A bedzie zbiorem tych wszystkich
punktów przestrzeniX, które nie naleza doA, czyli tzw. dopelnieniem zbioruA.
Domknieciem zbioruA jest dopelnienie zbioru Int(X-A), tzn.

CI A = X-Int (X-A).

Sens tego pojecia ilustruje zadanie 4.
Pojecia wnetrza i domkniecia pozwalaja wyróznic pewne klasy podzbiorów
przestrzeni (X, e). Zbiór A jest otwarty w przestrzeni (X, e) wtedy i tylko wtedy,
gdy jest identyczny ze swoim wnetrzem, tj.A = Int(x, e)A, a jest domkniety,
jezeli pokrywa sie ze swym domknieciem, tj.A = CI(x,Q) A. Zbiór A jest
brzegowy, jezeli jego wnetrze jest puste, tj. Int(x,e) A == 0, a jestgesty, jezeli jego
domkniecie jest calym zbioremX, tj. CI(x,e)A = X.
Stad i z definicji domkniecia wynikaja bezposrednio nastepujace zwiazki:
(a) Zbiór A jest domkniety wX wtedy i tylko wtedy, gdy zbiórX-A jest otwarty.
(b) Zbiór A jest gesty wX wtedy i tylko wtedy, gdyX-A jest brzegowy.
Zauwazmy, ze przestrzenie(E2, e) i (E2, e) maja te same klasy zbiorów otwartych
(podobnie: domknietych, gestych, brzegowych). Czytelnik moze sam sie przekonac,
ze dla przestrzeni(E2, e*) sytuacja jest odmienna (patrz zad. 5).
O takich dwóch metrykachel i e2 w zbiorze X, dla których klasy zbiorów
otwartych w (X, el) i w (X, (2) sa identyczne, mówi sie, ze satopologicznie
równowazne. A wiec metryka kartezjanska jest topologicznie równowazna
miejskiej, ale nie jest równowazna kolejowej.

Omawiana tematyke mozna znalezc np. w podreczniku K. Kuratowskiego
Wstep do teorii mnogosci i topologii.

Zadania

1. Narysowac kuleK(a, A)na plaszczyznie z metryka kolejowae*, przyjmujac
a) jako a - poczatek ukladuo oraz Adowolne,
b) jako a - punkt rózny odo oraz A.s; e*(a, o)

c) jako a - punkt rózny odo oraz A> e*(a, o).
2. Dowiesc, ze w dowolnej przestrzeni metrycznej
Int K(a, A) = K(a, A).

3. Dane sa dwie metryki w zbiorzeX, e1 i ez. Dowiesc, ze nastepujace dwa warunki sa
równowazne:

(1) lot(x, et> A = Int(x, ez) A dla kazdego podzbioruA,
(2) kazda kulaK(x, el) (a, A) zawiera pewna kuleEx, e2) (a, A') i, na odwrót, kazda kula
K(x, e2) (a, A) zawiera pewna kuleK(x; e2) (a, A').
Wskazówka. W dowodzie implikacji (1)-+ (2) wygodnie jest skorzystac z zad. 2.

4. Wykazac, ze zbiórCI(K(x, e) (a, A» sklada sie z tych wszystkich punktówx zbioru X, dla
których e(x, a) .:;; A.
5. Podac przyklad podzbioru plaszczyznyEZ, który jest otwarty w przestrzeni(EZ, e*), ale nie
jest otwarty w przestrzeni(Ei,e). Czy moze byc na odwrót?
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