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Rys. 6

A MOZE BY TO JESZCZE POPRAWIC?

Motzna. Jezeli postaracie si¢ o odpowiedni tranzystor, zbudowany z niego i paru
opornikéw wzmacniacz pradu stalego powigkszy czuloéé przyrzadu. Trzeba tylko
polaczy¢ schemat wedlug rys. 6. Tranzystor moze byé np. typu BCP109C lub
inny o podobnym wzmocnieniu. Polozenie zerowe igly magnetycznej przy uzyciu
wzmacniacza bedzie inne niz bez niego, ale przy cechowaniu wezmiemy to pod
uwage. Jezeli bedziecie lutowali tranzystory, pamigtajcie o uchwyceniu
wyprowadzen szczypcami migdzy tranzystorem a miejscem lutowania w celu
odprowadzenia ciepla, tranzystory bowiem nie lubia wysokiej temperatury!
Jezeli péjdziecie za moja rada, wyposazycie swoje domowe laboratorium

w przyrzad niezbyt precyzyjny, ale za to umozliwiajacy wykonanie szeregu
cieckawych doswiadczen. Jakich? Nad tym zastanowimy si¢ wspdlnie

w przyszlodci.

O przestrzeniach metrycznych (11)

Doc. dr Maria MOSZYNSKA

Jednym z podstawowych poje¢ metrycznych jest pojecie kuli. Jest to naturalne
uogoélnienie na dowolng przestrzen metryczna pojecia dobrze wszystkim znanego.
Rozwazmy najpierw przestrzen euklidesowa tréjwymiarowa E3 ze zwykla metryka,
tzn. z metrykg okre§lona przez wzor

0(p,9) =V (x1=y1)?* +(x2—y2)* + (x3— y3)?

dla punktéw p i g o wspétrzednych (x,, x;, x3) i (¥4, ¥2, ¥3). Kula o §rodku a

i promieniu 4 > 0 jest — w potocznym sensie — podzbidr tej przestrzeni zlozony
z punktéw odleglych od a nie wiecej niz o A (tj. takich x, dla ktérych o(x, a) < ).
Nam bedzie chodzifo o zbiér tych punktéw x, dla ktoérych

o(x,a) < A.

Tak czy inaczej wyraz ,,kula” kojarzy si¢ u wigkszoéci ludzi z figurg

przedstawiona na rys. 1.

Pojecie kuli w dowolnej przestrzeni metrycznej stanowi uogélnienie pojecia takiej
wlasnie zwyklej kuli. Rozwazmy przestrzen metryczng (X, ¢), punkt a ze zbioru X

i liczbe A > 0. Kulg o $rodku a i promieniu A (w przestrzeni (X, p)) nazywamy zbior
wszystkich punktéw x zbioru X spetniajacych nieréwnosé

o(x,a) < A.

Zbidr ten bedziemy oznaczaé symbolem K x, o, (a, 4) lub — jesli to nie prowadzi
do nieporozumienia — po prostu K(a, 4).

Jasne jest, ze kulami na plaszczyZnie z metryka kartezjanska (tzn. zwykla) sa kota
bez brzegu. A jak wygladaja kule w innych przestrzeniach metrycznych, o ktérych
byla mowa w I czesci tego artykutu? Niech na przyklad (E2, p) bedzie plaszczyzng
z metryka miejska; sprawdZmy, czym jest kula o $rodku w poczatku ukiadu
wspolrzednych O i o promieniu 4 = 1. Jest to zbiér opisany przez nieréwnos¢

[l +1xa| <1,
ktora jest rOwnowazna z alternatywa nastepujacych czterech formut:

(1) x20 1-x20 i x;+x,—-1<0,
(2) <0 i x20 i -—-x+x-1<0,
3) Xx<0 i <0 i -—-x-—x-1<0,
4) ¥ =20 i %<0 i x,—x,—1 <0,

Formuty (1)-(4) opisuja zbiory zaznaczone odpowiednio na rys. 2. A wigc rozwazana
kula jest kwadratem (bez brzegu), ktérego przekatne leza na osiach ukladu
wspoirzednych i majg diugos¢ 2.

Ksztatty kul na plaszczyZnie z metryka kolejowa p* sa jeszcze mniej podobne do
ksztaltu ,,zwyklej™ kuli, tj. kuli na plaszczyZnie kartezjariskiej (patrz zadanie 1).
Poslugujgc sie pojeciem kuli mozna zdefiniowa¢ szereg pojgé, ktdre réznig si¢

w sposob bardzo istotny od poznanych dotychczas. Na czym ta réznica polega,
postaramy si¢ wyjasni¢ w III czesci tego artykutu.
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Rozwigzanie endania M49.

Takimi predkosciami sa , gdzie k jest

v
2k+1
liczba naturalng. Wykatemy to dla k = |
(dowadd dla innych k jest podobny). Zaldzmy
mianowicie, e wraz z samochodem A

. == -
jadacym z predkodeis 3 wiedia na

skrzyiowanie X (przy zielonym iwietle)
samochod B judgcy z predkodcia . Samochod
B dojeidia do kolejnego skrzyzowania, wraci
do X i jeszcze raz zmicnia kierunck jazdy,
Dojedrie on oczywiscie do drugiego
skrzyiowania razem z samochodem A, ktéry

napotka wobec tego zielone swiatlo.

Ustalmy teraz przestrzef metryczng (X, o) i wezmy pod uwage podzbiér A zbioru
X. Okreslimy dwa zbiory: wnetrze zbioru A, ktére oznacza sie symbolem Int 4
(fac. interna), oraz domkniecie zbioru A, ktére oznacza si¢ symbolem Cl A

(tac. clausura) badz tez po prostu A.

Int A jest zbiorem tzw. punktéw wewnetrznych zbioru A, tj. punktéw x ze

zbioru X spelniajacych nastepujacy warunek:

taka ze K(x, 1) c A4.

Oczywiscie mowa tu o kuli w przestrzeni (X, p), a wiec zbi6r Int A zalezy od
przestrzeni, w ktorej dany zbior 4 zostal umieszczony. Np. wnetrze odcinka
traktowanego jako podzbidr prostej euklidesowej sklada si¢ ze wszystkich jego
punktéw z wyjatkiem koricéw, natomiast wnetrze tego samego odcinka
traktowanego jako podzbidr plaszczyzny z metryka kartezjanska jest zbiorem
pustym. Dlatego czasem lepiej zaznaczy¢, o jakg przestrzen chodzi, piszac
Inty, o) A zamiast Int 4.

Warto zauwazy¢, ze dla dowolnego podzbioru 4 plaszczyzny E* zachodzi
réwnosc

istnieje liczba 1 > 0,

Intigs, ) A = Intez, 54,

tzn. wnetrze zbioru A jest takie samo w przypadku metryki kartezjanskiej, jak
miejskiej, mimo Ze, jak wiemy, kule w metryce kartezjanskiej i w miejskiej réznia
si¢ ksztaltem. Czytelnik sam zastanowi si¢ nad tym, czy zastepujac metryke
miejska g przez kolejowa o* réwniez nie zmienimy wnetrz dowolnych podzbioréw.
Pomoze mu w tym zadanie 3.
Cl A mozna zdefiniowa¢ tak: Niech X— A bedzie zbiorem tych wszystkich
punktow przestrzeni X, ktére nie naleza do A, czyli tzw. dopelnieniem zbioru A.
Domknigciem zbioru 4 jest dopelnienie zbioru Int (X— A4), tzn.

ClA = X—Int (X—A4).
Sens tego pojecia ilustruje zadanie 4.
Pojecia wnetrza i domknigcia pozwalaja wyrdzni¢ pewne klasy podzbiorow
przestrzeni (X, g). Zbior A jest otwarty w przestrzeni (X, p) wtedy i tylko wtedy,
gdy jest identyczny ze swoim wnetrzem, tj. A = Intx ,4, a jest domkniety,
jezeli pokrywa si¢ ze swym domknigciem, tj. A = Cly, 5y A. Zbir 4 jest
brzegowy, jezeli jego wnetrze jest puste, tj. Inty, ,, 4 = 9, a jest gesty, jezeli jego
domknigcie jest calym zbiorem X, tj. Clx, 4 = X.
Stad i z definicji domkniecia wynikaja bezposrednio nastepujace zwigzki:
(a) Zbidr A jest domkniety w X wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér X— A4 jest otwarty.
(b) Zbidr A jest gesty w X wtedy i tylko wtedy, gdy X— A jest brzegowy.
Zauwazmy, ze przestrzenie (E?, p) i (E?, p) maja te same klasy zbioréw otwartych
(podobnie: domknigtych, gestych, brzegowych). Czytelnik moze sam si¢ przekonac,
ze dla przestrzeni (E?, p*) sytuacja jest odmienna (patrz zad. 5).
O takich dwéch metrykach p, i ¢, w zbiorze X, dla ktorych klasy zbioréw
otwartych w (X, g,) i w (X, p,) sg identyczne, mowi sig, Ze sa topologicznie
rownowazne. A wigc metryka kartezjanska jest topologicznie rownowazna
miejskiej, ale nie jest rOwnowazna kolejowej.

Omawiang tematyke moZna znalez¢é np. w podreczniku K. Kuratowskiego
Wstep do teorii mnogosci i topologii.

Zadania

1. Narysowa¢ kule K(a, 1) na plaszczyZnie z metryka kolejowa o*, przyjmujac

a) jako @ — poczatek ukladu o oraz 4 dowolne,

b) jako @ — punkt roéiny od ¢ oraz 1 < p*(a, 0)

¢) jako a — punkt rézny od o oraz 4 > p*(a, 0).

2. Dowies¢, ze w dowolnej przestrzeni metrycznej

Int K(a, 2) = K(a, ).

3. Dane sg dwie metryki w zbiorze X, g, i p.. Dowies¢, Ze nastgpujace dwa warunki sg
réwnowazne:

(1) Intex, o,y A = Int(x, o) A dla kazdego podzbioru A,

(2) kazda kula Kx, o) (@, 4) zawiera pewna kule Kx, ¢,, (@, ') i, na odwrét, kazda kula
Kx, 0 (@, A) zawiera pewna kulg Kix; o,, (a, A).

Wskazowka. W dowodzie implikacji (1) — (2) wygodnie jest skorzystaé z zad. 2.

4. Wykazac, ze zbior Cl(Kx, o, (a, A)) sklada si¢ z tych wszystkich punktow x zbioru X, dla
ktorych p(x, a) < A

5. Poda¢ przyklad podzbioru plaszczyzny E?, ktéry jest otwarty w przestrzeni (E?, p*), ale nie

Jjest otwarty w przestrzeni (E2, g). Czy moze byé na odwr6t?



