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Zaléimy, te w czworokacie wypuklym ABCD
zachodzi nierdwnodc

(1) AB = AC.

Wéwezas (zob, rysunek)

¥ BCA > ¥ ABC,

skad ¥ BCD > ¥ BCA= ¥ ABC > & DBC

awiec BD > CD. Dodajgc stronami
nierdwnoéé ostatnig i (1) otrzymujemy
AB+BD > AC+CD. Tak wigc wykazaliémy
nie wprost igdane twierdzenie. Crytelnil
zechee sig zastanowid, czy twierdzenie
pozostaje prawdziwe bez zalozenia wypukloici
cxworokgta ABCD,

Godla

Dr Leszek PACHOLSKI

Jedna z najistotniejszych cech matematyki wspolczesnej jest powszechne uzywanie metody
aksjomatycznej. Chociaz metoda ta byla znana juz w czasach Euklidesa, dopiero na przelomie
wiekow dziewigtnastego i dwudziestego sformulowano ja jako zasade i stworzono podstawy jej
badania. Jeden z najwybitniejszych matematykéw wszystkich czaséw, D. Hilbert (1862-1943),
opisat podstawowe warunki, ktére powinien spelniaé system aksjomatyczny, aby byl uzyteczny
i stuszny. On tez sformulowal program, zwany powszechnie programem Hilberta, sprowadzenia
calej matematyki do systemu aksjomatycznego. Mozliwos¢ realizacji tego programu stala sie

w naszym stuleciu przedmiotem intensywnych badaf naukowych. Wykazaly one, Zze programu
Hilberta nie uda sig zrealizowaé. Wynika to z twierdzenia Churcha i Gédla o niezupelnosci

i nierozstrzygalnosci arytmetyki.

Najstarszy system aksjomatyczny — geometri¢ Euklidesa — mo#na poznaé juz na lekcjach
geometrii. W systemie tym, podobnie jak w innych systemach aksjomatycznych, istniejg dwa
rodzaje prawd. Prawdy jednego rodzaju to te, ktoérych srodkami matematyki udowodnié nie
mozna. Nosza one nazwe aksjomatow lub pewnikéw. Przyjmuje si¢ je za oczywiste, Sa one
fragmentem opisu pewnej rzeczywistosci fizycznej (np. aksjomaty geometrii sg opisem
przestrzeni, w ktérej poruszaja si¢ ciala niebieskie). Inna grupa prawd to twierdzenia, czyli
zdania, ktoére mozna z aksjomatéw wyprowadzic.

Jednym ze starszych systemow aksjomatycznych jest aksjomatyka liczb naturalnych, stworzona
przez wloskiego matematyka G, Peano. Opisuje ona wiasnosci liczb naturalnych oraz dzialan
na liczbach naturalnych: dodawania, mnozenia etc. Aksjomaty Peana s3 oczywiste. Aby si¢

o tym przekonaé, wystarczy przejrze¢ ich liste:

x+1%#0;
jesli x+1=y+1, to x=y;

x40 = x; x+(y+1) = (x+3)+1;
x:0=0; x(y+1) = xy+x.

Ostatni, nie wymieniony jeszcze aksjomat indukcji stwierdza, ze zawsze, jesli istnieje choé jedna
liczba naturalna o danej wlasnoéci, istnieje réwniez najmniejsza liczba o tej wlasnosci.

Mimo iz podana wyzej aksjomatyka jest bardzo uboga, wszystkie nawet najbardziej skomplikowane
twierdzenia teorii liczb mo#na przy jej pomocy udowodnié.

Przypomnijmy, na czym polega dowodzenie twierdzeri. Dowod twierdzenia mo#na podzielié

na pewna liczbe elementarnych krokéw. W kazdym z nich korzysta sie z aksjomatdw, wczeéniej
udowodnionych twierdzen, a takze ze zdan, ktore wyprowadzone zostaly we wczesniejszych
krokach dowodu. Na ich podstawie wycigga si¢ wnioski, ktore powinny byé oczywiste. Wniosek
otrzymany w ostatnim kroku — to twierdzenie.

Podana wyiej definicja dowodu jest bardzo nieprecyzyjna. Niejasne jest bowiem, co to znaczy
,,0czZywisty”. Aby te niescistosc usunaé, wyodrgbniono niewielkg liczbe tak zwanych regul
wnioskowania. Regula wnioskowania to zasada, ktora orzeka, Ze jesli pewne zdania zwane
przestankami s prawdziwe, to prawdziwe jest tez inne zdanie — wniosek. W kazdej z regut
liczba przestanek i ich ksztalt sa éciSle okreslone, a gdy przeslanki sa dane, wniosek jest
jednoznaczny. Przykladem takiej reguly jest regula odrywania. Méwi ona, Ze zdanie B jest
prawdziwe, jeSli prawdziwe sa: zdanie A oraz zdanie ,,jeéli 4, to B”.

Obecnie mozemy podac bardziej precyzyjng definicjc dowodu. Dowdd jest to cigg
elementarnych krokéw polegajacych na wypisywaniu zdan prawdziwych, przy czym za zdania
prawdziwe uznaje si¢ aksjomaty, wczesniej udowodnione twierdzenia i te zdania, ktére przy
pomocy regut wnioskowania mozna wyprowadzi¢ ze zdafi wypisanych wczedniej. W ten sposob
sprawdzenie poprawnosci dowodu sprowadza si¢ do przejrzenia listy regut wnioskowania,
aksjomatow i wezesniejszej czesci dowodu.

Moze nasunaé si¢ pytanie, czy mozna zbudowa¢ kompletna listg regut wnioskowania, to znaczy
taka, aby kazde twierdzenie posiadalo dowdd przy uzyciu regul wnioskowania znajdujacych sig
na tej liscie. OdpowiedzZ na to pytanie jest pozytywna. Wynika to z twierdzenia K. Godla

o zupelnofci.

Aby reguly wnioskowania mogly precyzyjnie opisa¢ metode dowodzenia, zdania, do ktorych te
reguly stosujemy, musza by¢ wyrazone w mozliwie prostym i jednoznacznym jezyku. Na
szczescie jezyk matematyki jest taki; ponadto, gdy zachodzi potrzeba, jezyk uzywany na co dzieft
przez matematykow mozna zastapié jezykiem formalnym, w ktorym mozliwe jest zapisanie
najbardziej skomplikowanych zdan wylacznie przy uzyciu symboli.

Podstawowym obiektem jezyka formalnego jest formuta. Do budowania formut stuzg spojniki
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Rozwigzanie zadania F15.

Wprowadimy ukiad wspélrzednyeh jak na
ryvi. 1 i przyjmijmy, #e cialo o Indunku O
z

znajduje sig w punkcic o wspbirzedaych
x=r =0, y =y, Cialo to indukuje na
wewngtrznych powierzchniach okladek
kondensatora ladunek powierzchniowy

0 sumarycznej wartodci — Q. (Zgodnie
 twierdzeniem Gaussa). Ladunek na
okladkach jest rozlotony nieréwnomiernie.
Jednnkte calkowity ladunek rgromadzony na
kaidej z okladek zalety, przy ustalonych Q

i @, tylko od odleglodci ciala o fadunku Q
od danej okiadki. Dia nasrych celéw
wystarczy znaledd te zaleinodé.

Zgodnie = msady superpozycii wypadkowe
pole elektrostatyczne pochodzgee od wielu
ladunkéw jest suma pdl elektrostatycznych
wywolanych przez poszczegdine tadunki.
Zastosujmy tg zasadg do naszego problemu.
Wynika z niej, ¢ np. umieszczenie
dodatkowego ciala o ladunku Q0 w dowolnym
punkcie plaszczyrny ¥ = y,, wewngtrz
kondensatora, podwaja catkowity tadunek
powierzchniowy obu okladek, Mo#na to
spostreetenie uogdlnié stwierdzajge, 2o
calkowity ladunek indukowany na okladkach
nie zalezy od roxmieszczenia ladunkdw

w plaszczyinie y = y, wewngtrz kondensatora.

Zamiast wigc rozpatrywad skomplikowany
problem naladowanego ciala punktowego
umieszczonego wewngtrz kondensatora,
moZemy rozwigzad zagadnienie réwnomiernis
naladowanego wycinka plaszczyzny

o powicrzchni réwnej powierzchni okiadek

i o sumarycznym ladunko Q, umiessczonym
w plaszczyinie y = yp. Dla obu preypadkow
calkowity ladunck na kaidej z okladek
kondensatora jest taki sam. Oczywiicie inny
bedzie rozklad powierzchniowy ladunku na
okladkach, ale to diz naszego zadania nie ma
znaczenia. Poniewat okladki kondensatora
53 polaczone drutem i majq réwny potencial,
wigc nowy uklad jest réwnowatny ukladowi
dwu réwnolegle polgczonych kondensatoréw
plaskich. Ladunek zgromadzony na okladkach
iest proporcjonalny (przy ustalonej rédnicy
potencjaléw) do pojemnodei kondensatora,
czyli w przypadku kondensatorn plaskiego
[est odwrotnie proporcjonalny do odleglodci
migdzy okladkami, Stad stosunek ladunkdw
na okladkach wynosi:

Oy _a=Yy
Qs Yo
Poniewaz —Q = 0,4 0Q;, wigc
Yo
@:= -0 —
a
Przesuwajac cialo o ladunku Q ¢ odecinek 4y
zmieniamy ladunek Q30 40; =" -0 — .
a
I taki wladnie tadunck 40, przeplynic prrez

dru
dcinek o dlugodei Ay,

Ty przesunigeiu cinfa naladowanego

logiczne, kwantyfikatory i formuly atomowe. Formuly atomowe sg rézne dla réznych teorii
matematycznych. W teorii liczb s3 to sensowne wyrazenia utworzone z liczb, zmiennych, czyli
liter x, y, z, ..., oraz symboli +, -, =, 0, 1 (ew. innych, ktdre uzywane sa w arytmetyce liczb
naturalnych). Spojniki logiczne to wyrazenia ,,oraz” (A), ,,Jub” (V), ,,nieprawda, ze” (~),
»jeshi ..., to” (=>). W nawiasach wypisane sa symbole, ktorych uzywa si¢ zamiast odpowiednich
zwrotow w jezyku polskim. Kwantyfikatory sq to zwroty ,,dla pewnego a” (\/) oraz,,dla
- a

kazdego a” (/\)- Formuia to odpowiednio polaczony ciag formut atomowych, sp6jnik6w

a
logicznych i kwantyfikatoréw. Jesli zmienna wystepuje pod kwantyfikatorem, nazywamy ja
zmienna zwiazana. Jezeli w formule wszystkie zmienne sg zwigzane, to formulg taka nazywamy

zdaniem. Je$li pewna zmienna nie jest zwiazana, to nazywamy ja zmienng wolna. I tak na przykiad
w formule \/ (yz = x) oznaczajacej, Ze x jest podzielne przez y, z jest zmienng zwiazana,

z
natomiast y i x sa zmiennymi wolnymi. W formule ,,dla kazdego y, jesli x jest podzielne przez y,
to x = y lub y = 1", ktora oznacza, Ze x jest liczba pierwsza, x jest zmienna wolna, y natomiast

jest zmienna zwigzang. Ostatnig formule moZna zapisa¢ uzywajac wylacznie spjnikow logicznych,

kwantyfikatoréw i formut atomowych teorii liczb — (zy=x)=>x=y v y=1) Jezeli
: Bl :

w formule wszystkie zmienne wolne zastapimy przez liczby, otrzymamy zdanie. Na prz.yklad
zdaniem bedzie formuta /\ (\/ (z = T)=>7 = y v y = 1), otrzymana z poprzedniej przez
r z

podstawienie liczby 7 w miejsce jedynej zmiennej wolnej x.

Reguly wnioskowania dla jezyka symbolicznego staja si¢ zasadami, wedlug ktorych cigg symboli
(formulg) uznajemy za ,,prawdziwy”, jedli prawdziwe sg inne ciggi symboli. MoZna przy tym
reguly wnioskowania opisaé w sposob na tyle precyzyjny, Ze postugiwanie si¢ nimi polega

na mechanicznym poréwnywaniu ich budowy. Rozumienie tresci formut jest tu zbedne. Czynnodcig
mechaniczng jest tez wypisywanie wnioskoéw otrzymanych przy pomocy ustalonej reguly
dowodzenia z danych przestanek. Mozna wigc wykonanie tych czynnoéci przekaza¢ maszynom
liczacym. Odpowiednio zaprogramowana maszyna jest w stanie stwierdzi¢, czy zadana formula
jest wnioskiem z innych formut. Potrafi tez podaé wniosek, gdy ma dane reguly dowodzenia

i przeslanki.

Powszechnie znany jest sposdb porozumiewania sig¢ z maszyng liczaca. Programy, polecenia oraz
dane koduje sie za pomoca otwordw na tasmie papierowej. Na takiej taSmie maszyna drukuje
tez odpowiedzi na zadane pytania. W podobny sposéb mozna na tasmie zakodowaé formuly.
Jezeli, tak jak sie to czesto robi, przyjmiemy, ze dziurka w tasmie oznacza jedynke, natomiast
brak dziurki oznacza zero, to kazdy kod na tasmie stanie si¢ rozwini¢ciem pewnej liczby
naturalnej w systemie dwojkowym. Wobec tego mozna utozsamié kod formuly z odpowiadajaca
mu liczbg. Po to, aby otrzymac kod wniosku, gdy dane s3 kody przeslanek i gdy dana jest
regula dowodzenia, ktdrg nalezy zastosowaé, maszyna wykona pewng liczbg operacji
arytmetycznych, Z kazda regula dowodzenia zwigzana jest przeto funkcja catkowitoliczbowa

o tej wlasnosci, ze wartosé tej funkcji na kodach przestanek jest kodem wniosku. Funkcje te
mozna wyrazié przy pomocy dzialaf arytmetycznych +, -, etc.

Przyjmijmy dla uproszczenia, ze sa dwie reguly dowodzenia, kazda o dwoch przestankach.,
Niech f,f; beda funkcjami odpowiadajgcymi tym regutom. Dalej niech ay, ..., a, beda kodami
aksjomatow. Jeéli zadany jest ciag formul o kodach by, ..., b, to ciag ten jest dowodem, gdy

/\ \/ Ge=ap v \/ (il b) = b v fo(bs, b)) = b))).
i<kj=n s<it<i

Powyiszy wzor w sposob symboliczny opisuje to, ze kazdy element ciagu by, ..., b; jest
aksjomatem lub tez wynika z wczesniejszych elementéw na mocy jednej z regul dowodzenia.
Wyzej opisang formule, oznaczajaca, Ze ciag by, ..., b jest kodem dowodu, oznaczamy przez
E’'(by, ..., by). Zadany ciag liczb naturalnych b,, ..., by mozna w prosty sposéb zakodowaé przy
pomocy jednej liczby naturalnej p,®1 ... p®, gdzie p, jest i-ta liczba pierwsza. W ten spos6b
nie tylko pojedyncze formuly, ale takze ciagi formul bgdg utozsamiane z liczbami naturalnymi.
Z formuly E’ mozna w latwy sposob otrzymaé formule E(x) oznaczajgcg, Ze x jest kodem ciagu
liczb, ktore sa kodami formut tworzacych dowod. Niech foznacza funkcje taka, ze jesli x jest
kodem ciagu, to f(x) jest ostatnim elementem tego ciggu. Oznaczmy przez D(y) formulg
\/ (E(x) A f(x) = y). Nietrudno zauwazy¢, ze D(y) oznacza, iz y jest kodem twierdzenia.

X

Oczywidcie to, ze sg tylko dwie reguly i skoriczona liczba aksjomatéw, jest duzym uproszczeniem.
Wypisanie formuly E oraz D bez tych uproszczen jest nieco bardziej skomplikowane. Zasada jest
jednak ta sama.

W czwartym wieku przed nasza era, w czasach gdy Kreteficzycy byli stawnymi na caly §wiat
klamcami, Eubulides, uczef Euklidesa, postawil pytanie: ,,Czy Kretericzyk Epimenides mowil
prawde, gdy mowit «klamign?". Na to pytanie nie mozna udzieli¢ poprawnej odpowiedzi. Jesli
bowiem méwit prawde, to prawdziwe bylo zdanie ,,klamig”, a przeto prawdy nie powiedzial.
Jeéli natomiast sklamal, to mowiac ,,klami¢” moéwil prawde, a wigc nie klamal.
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Gdyby liczbna = y2 byla wymierna,
tgdnne twierdzenie byloby prawdziwe,

przyjglibysmy bowiem

wige do rozp i ]\n‘ :lJ\[LL
gdy hub., a fest niewymierna. Wawczas

2

liczba b -—:.l'=(1,z.H" 2 = (y2)?* =
= 2 jest wymierna i1 moina wz:fmc
x=a,y=y2
Uwaga. Windomo, e liczba a jest
niewymierna i przestepna, tzn. nie jest
pierwiastkiem zadnego wiclominnu stopnia

dodatnicgo o wspélezynnikach calkowitych.

Przytoczone powyzej pytanie nosi nazwe antynomii klamcy lub paradoksu Epimenidesa i jest
jednym z wielu paradoksow, ktére od starozytnosci spedzaly sen z powiek filozofom

i zapladnialy ich wyobraZnie, zmuszaty do nieustannych rewizji pogladéw na znane i czgsto
bardzo proste sprawy. Wéréd antynomii moina wyrdzni¢ bogatg klase tak zwanych antynomii
semantycznych, do ktdrych nalezy antynomia klamcy. Istota tych antynomii polega na tym, ze
buduje sie je ze zdan autoreferujacych, to znaczy orzekajacych coé o sobie. ,,Klamig”
Epimenidesa stwierdza, e zdanie ,,klami¢” jest klamstwem.

Podam jeszcze jeden przyklad antynomii tego samego typu — oczywiscie nieznany

w starozytnosci. Przypusémy, ze mamy do dyspozycji doskonala maszyng cyfrowa z olbrzymia
pamiecia, szybko dzialajacs i niezawodng. Na wyjéciu maszyny umieszczamy przyrzad, ktory

w chwili gdy maszyna drukuje odpowied# ,,nie”’, wylacza ja z sieci, natomiast na inne sygnaly
nie reaguje. Podajemy maszynie informacje o dzialaniu tego przyrzadu i zadajemy pytanie ,,czy
po udzieleniu odpowiedzi na to pytanie zostaniesz wylaczona z sieci?”. I cokolwiek maszyna
wydrukuje, odpowiedZ bedzie bledna. Jesli wydrukuje ,,tak”, przyrzad na t¢ odpowiedZ nie
zareaguje i maszyna nie zostanie wylaczona, jeéli natomiast wydrukuje ,,nie”, przyrzad zareaguje
i maszyna zostanie wylaczona wbrew temu, co wydrukowata.

Mozna takze zbudowaé bardziej skomplikowana antynomie, z pomoca ktorej mozna otrzymaé
wspomniane na wstepie twierdzenie Churcha i Godla. Z twierdzenia tego wynika migdzy innymi,
#e program Hilberta zaksjomatyzowania calej matematyki nie moze zostaé zrealizowany.
Jakikolwiek rozsadny uklad aksjomatéw przyjmiemy, zawsze znajdziemy zdanie, ktorego przy
pomocy tych aksjomatéw nie uda sig ani udowodnié, ani obalic.

Zbiér aksjomatow bedziemy nazywali niesprzecznym, je§li przy jego pomocy nie mozna
udowodni¢ zdafi sprzecznych. Uklad aksjomatéw nazywamy zupeinym, jesli kazde zdanie moina
przy jego pomocy udowodnié albo obalié. Uklad jest obliczalny, je§li moZna tak zaprogramowaé
maszyne, zeby umiala stwierdzi¢, czy dane zdanie jest twierdzeniem. Uzywajac przed chwila
zdefiniowanych poje¢, mozna sformulowaé twierdzenie Gidla: zaden obliczalny i niesprzeczny
uklad aksjomatow arytmetyki nie jest zupeiny.

Istota obu cytowanych wczesniej antynomii jest wystepowanie w nich zdan autoreferujacych.
Kody formut arytmetyki moZna utozsamié¢ z liczbami naturalnymi. Zdania arytmetyki opisuja
wlasnosci liczb, moze sie wiec zdarzy¢, ze formula orzeka o swoim kodzie, a wiec w pewnym
sensie o sobie, Fakt, ze formula jest twierdzeniem, jest rownowazny z tym, Ze po podstawieniu
jej kodu do formuty D otrzymamy zdanie prawdziwe. A wigc tu takZe istnieje mozliwo$¢
zbudowania zdania autoreferujacego, wystarczy do formuly D podstawi¢ kod tej formuly.

Gdy dana jest formula, odpowiednio zaprogramowana maszyna moze podstawi¢ dowolng liczbe
w miejsce zmiennej wolnej. W szczegdlnoéci za te zmienna maszyna moze podstawic kod tej
formuly, Majac dany kod x formuly X maszyna bedzie mogla wydrukowaé kod zdania Y,
otrzymanego przez podstawienie liczby x do formuly X. Proces obliczania kodu y, gdy dany

jest kod x, opisuje pewna funkcje arytmetyczng. Oznaczmy ja literg F.

Niech A bedzie zaprzeczeniem zdefiniowanej wyzej formuly D. Wtedy A(x) oznacza, Ze x nie

jest kodem twierdzenia. Z formuly 4 tworzymy nowa formulg podstawiajac F(x) w miejsce
zmiennej x. Tak otrzymana formute oznaczamy litera B, jej kod natomiast litera b. Oczywilcie b
mozna obliczy¢, gdy tylko dany jest kod f funkcji F oraz kod formuly 4. Podstawiajac b w miejsce
zmiennej wolnej w formule B otrzymujemy zdanie C. Z definicji funkcji F wynika, Ze kod ¢
zdania C jest réwny F(b). Okazuje sig, ze zdanie C oraz zdanie A(c) sa rbwnowazne. Istotnie

A(c) to A(F(b)), gdyz ¢ = F(b). Natomiast C to B(b). Ale B(x) — to z definicji A(F(x)),

a wiec B(b) jest takze réwne A(F(b)). W ten sposob przez kolejne podstawienie do formuly

jej kodu, a wigc stosujac metode zasugerowang przez przytoczone antynomie, znaleZliSmy

dla danej formuly 4 zdanie samoreferujace B, ktore jest rownowazne ze zdaniem A(c).

Jedli uklad aksjomatdw jest zupelny, C powinno byé twierdzeniem lub zaprzeczeniem twierdzenia.
Okazuje sig jednak, e jest to niemozliwe. Przypu§émy bowiem, Ze C jest twierdzeniem.

Wtedy zdanie A(c), ktore jest z nim rownowazne, jest takze twierdzeniem. To znaczy
twierdzeniem jest fakt opisany przez A(¢) —,,c jest kodem zdania, ktore nie jest twierdzeniem

a wiec C nie jest twierdzeniem. Z drugiej strony, jedli zatozyé, Ze twierdzeniem jest zaprzeczenie
zdania C, to twierdzeniem bedzie zdanie ,,c nie jest kodem twierdzenia”, czyli — A(c).

Ale A(c) jest réwnowazne z C, przeto C jest takze twierdzeniem. W obu przypadkach

z zaloZenia, Ze pewne zdanie jest twierdzeniem, wynika, Ze twierdzeniem jest jego zaprzeczenie, co
jest niemozliwe, jesli tylko uklad aksjomatdw jest niesprzeczny.

Tym samym pokazali§my, Ze nie mozna podaé takiego ukladu aksjomatéw arytmetyki, przy
pomocy ktérego mozna by rozstrzygnaé prawdziwo$é wszystkich zdad. W podobny sposdb moina
tez udowodnié, ze nie ma algorytmu pozwalajacego na sprawdzenie czy zdania arytmetyki sg,

czy nie sq twierdzeniami arytmetyki Peana.

Przytoczone powyzej rozumowanie zawiera szereg luk. Przede wszystkim postugiwali$my si¢
pojeciem maszyny cyfrowej o nieograniczonych mozliwosciach. W dowodach podawanych
w podreczniku logiki uzywa si¢ w tym miejscu teorii maszyn Turinga (por. artykuly prof.
A, Mostowskiego, «Delta», 1974, 10, 11).
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