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Rozwiazanie zadania M43.

Zalózmy. te w czworokacie wypuklymABCD
zacbodzi nierównosc

B

(l)AB;> AC.
Wówczas (zob. rysunek)
i: BCA •• i: ABC.
skad i: BCD > i: BCA.•• i: ABC > i: DBC
a wiecBD > CD. Dodajac stronami
nierównosc ostatnia i (I) otrzymujemy
AB+BD> AC+CD. Tak wiec wykazalismy
nie wprost zadane twierdzenie. Czytelnik
zechce si~ zastanowic. czy twierdzenie
pozostaje prawdziwe bez zalozenia wypuklosci
czworokataABCD.

Dr Leszek PACHOLSKI

Jedna z najistotniejszych cech matematyki wspólczesnej jest powszechne uzywanie metody
aksjomatycznej. Chociaz metoda ta byla znana juz w czasach Euklidesa, dopiero na przelomie
wieków dziewietnastego i dwudziestego sformulowano ja jako zasade i stworzono podstawy jej
badania. Jeden z najwybitniejszych matematyków wszystkich czasów, D. Hilbert (1862-1943),
opisal podstawowe warunki, które powinien spelniac system aksjomatyczny, aby byl uzyteczny
i sluszny. On tez sformulowal program, zwany powszechnie programem Hilberta, sprowadzenia
calej matematyki do systemu aksjomatycznego. Mozliwosc realizacji tego programu stala sie
w naszym stuleciu przedmiotem intensywnych badan naukowych. Wykazaly one, ze programu
Hilberta nie uda sie zrealizowac. Wynika to z twierdzenia Churcha i Godla o niezupelnosci
i nierozstrzygalnosci arytmetyki.
Najstarszy system aksjomatyczny - geometrie Euklidesa - mozna poznac juz na lekcjach
geometrii. W systemie tym, podobnie jak w innych systemach aksjomatycznych, istnieja dwa
rodzaje prawd. Prawdy jednego rodzaju to te, których srodkami matematyki udowodnic nie
mozna. Nosza one nazwe aksjomatów lub pewników. Przyjmuje sie je za oczywiste. Sa one
fragmentem opisu pewnej rzeczywistosci fizycznej (np. aksjomaty geometrii sa opisem
przestrzeni, w której poruszaja sie ciala niebieskie). Inna grupa prawd to twierdzenia, czyli
zdania, które mozna z aksjomatów wyprowadzic.
Jednym ze starszych systemów aksjomatycznych jest aksjomatyka liczb naturalnych, stworzona
przez wloskiego matematyka G. Peano. Opisuje ona wlasnosci liczb naturalnych oraz dzialaó
na liczbach naturalnych: dodawania, mnozenia etc. Aksjomaty Peana sa oczywiste. Aby sie
o tym przekonac, wystarczy przejrzec ich liste:

x+l .;. O;

jesli x+l = y+l, to x = y;

x+O = x; x+(y+l) = (x+y)+l;

x' O = O; x(y+l) = xy+x.

Ostatni, nie wymieniony jeszcze aksjomat indukcji stwierdza, ze zawsze, jesli istnieje choc jedna
liczba naturalna o danej wlasnosci, istnieje równiez najmniejsza liczba o tej wlasnosci.
Mimo iz podana wyzej aksjomatyka jest bardzo uboga, wszystkie nawet najbardziej skomplikowane
twierdzenia teorii liczb mozna przy jej pomocy udowodnic.
Przypomnijmy, na czym polega dowodzenie twierdzen. Dowód twierdzenia mozna podzielic
na pewna liczbe elementarnych kroków. W kazdym z nich korzysta sie z aksjomatów, wczesniej
udowodnionych twierdzen, a takze ze zdan, które wyprowadzone zostaly we wczesniejszych
krokach dowodu. Na ich podstawie wyciaga sie wnioski, które powinny byc oczywiste. Wniosek
otrzymany w ostatnim kroku - to twierdzenie.
Podana wyzej definicja dowodu jest bardzo nieprecyzyjna. Niejasne jest bowiem, co to znaczy
"oczywisty". Aby te niescislosc usunac, wyodrebniono niewielka liczbe tak zwanych regul
wnioskowania. Regula wnioskowania to zasada, która orzeka, ze jesli pewne zdania zwane
przeslankami sa prawdziwe, to prawdziwe jest tez inne zdanie - wniosek. W kazdej z regul
liczba przeslanek i ich ksztalt sa scisle okreslone, a gdy przeslanki sa dane, wniosek jest
jednoznaczny. Przykladem takiej reguly jest regula odrywania. Mówi ona, ze zdanieB jest
prawdziwe, jesli prawdziwe sa: zdanieA oraz zdanie "jesliA, to B".
Obecnie mozemy podac bardziej precyzyjna definicje dowodu. Dowód jest to ciag
elementarnych kroków polegajacych na wypisywaniu zdan prawdziwych, przy czym za zdania
prawdziwe uznaje sie aksjomaty, wczesniej udowodnione twierdzenia i te zdania, które przy
pomocy regul wnioskowania mozna wyprowadzic ze zdan wypisanych wczesniej. W ten sposób
sprawdzenie poprawnosci dowodu sprowadza sie do przejrzenia listy regul wnioskowania,
aksjomatów i wczesniejszej czesci dowodu.
Moze nasunac sie pytanie, czy mozna zbudowac kompletna liste regul wnioskowania, to znaczy
taka, aby kazde twierdzenie posiadalo dowód przy uzyciu regul wnioskowania znajdujacych sie
na tej liscie. Odpowiedz na to pytanie jest pozytywna. Wynika to z twierdzenia K. Godla
o zupelnosci.
Aby reguly wnioskowania mogly precyzyjnie opisac metode dowodzenia, zdania, do których te
reguly stosujemy, musza byc wyrazone w mozliwie prostym i jednoznacznym jezyku. Na
szczescie jezyk matematyki jest taki; ponadto, gdy zachodzi potrzeba, jezyk uzywany na co dzien
przez matematyków mozna zastapic jezykiem formalnym, w którym mozliwe jest zapisanie
najbardziej skomplikowanych zdan wylacznie przy uzyciu symboli.
Podstawowym obiektem jezyka formalnego jest formula. Do budowania formul sluza spójniki
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Wprowadzmy uklad wspl>lrzednychjak na
rys. l i przyjmijmy, ze cialo o l,dunkuQ

Z

y

znajduje sie w punkcie o wspl>lrzednyeh
x = z = O, Y = Yo.Cialo to indukuje na
wewnetrznych powierzchniach okladek
kondensatora ladunek powierzchniowy
o sumarycznej wartosci -Q. (Zgodnie
z twierdzeniem Gaussa). Ladunek na
okladkach jest rozlozony nierównomiemie.
Jednakze calkowity ladunek zgromadzony na
kazdej z okladek zalozy, przy ustalonychQ
i a. tylko od odleglosci ciala o ladunkuQ
od danej okladki. Dla naszych eolów
wystarczy znaleZCte zaleznosc.
Zaodnie z zasad, superpozycji wypadkowe
pole elektrostatyczne poehodaeo od wielu
ladunków jest suma pól elektrostatycznych
wywolanych przez poszezcgólne ladunki.
Zastosujmy te zasade do n_o problemu.
Wynika z niej, zo np. umieszczonie
dodatkowego ciala o ladunkuQ w dowolnym
punkcie plaszczyznyy - Yo,wewnatrz
kondensatora, podwaja ealkowity ladunek
powierzchniowy obu okladek. Mozna to
spostrzezenie uogólnic stwierdzajac, ze
calkowity ladunek indukowany na okladkach
nie zalezy od rozmieszczenia ladunków
w plaszezyzDiey - Yo wewnatrz kondensatora.
Zamiast wiec rozpatrywac skomplikowany
problem naladowancgo ciala punktowego
umieszczonego wewnatrz kondensatora,
mozomy rozwiazac zagadnienie równomiernie
naladowanego wycinka plaszczyzny
o powierzchni równej powierzchni okladek
i o sumarycznym ladunkuQ. umieszczonym
w plaszczyzniey = Yo.Dla obu przypadków
calkowity ladunek na kazdej z okladek
kondensatora jest taki sam. Oczywiscie inny
bedzie rozklad powierzchniowy ladunku na
okladkach, ale to dla naszogo zadania nie ma
znaczenia. Poniewaz okladki kondensatora
sa polaczone drutem i maja równy potencjal,
wiec nowy uklad jest równowazny ukladowi
dwu równolegle polaczonych kondensatorów
plaskich. Ladunek zgromadzony na okladkach
jest proporcjonalny (przy ustalonej róznicy
potencjalów) do pojemnosci kondensatora.
czyli w przypadku kondensatora plaskiego
jest odwrotnie proporcjonalny do odleglosci
miedzy okladkami. Stad stosunek ladunków
na okladkach wynosi:

QI a-yo
Ch '" y;;-'

Poniewaz -Q - QI+Q., wiec

Q. _ Q Yoa

Przesuwajac cialo o ladunkuQ o odcinek Ay

zmieniamy ladunekQ. o AQ. '" _ Q 1y •a

I taki wlasnie ladunekAQ. przeplynie przez
drut przy przesunieciu ciala naladowanego
o odcinek o dlugosciAy.

logiczne. kwantyfikatory i formuly atomowe. Formuly atomowe sa rózne dla róznych teorii
matematycznych. W teorii liczb sa to sensowne wyrazenia utworzone z liczb. zmiennych. czyli
liter x.y. Z•••• , oraz symboli +.'. =, 0.1 (ew. innych, które uzywane sa w arytmetyce liczb
naturalnych). Spójniki logiczne to wyrazenia "oraz"(/I). "lub" (v). "nieprawda. ze" (,..,).
"jesli ...• to" (=». W nawiasach wypisane sa symbole, których uzywa sie zamiast odpowiednich

zwrotów w jezyku polskim. Kwantyfikatory sa to zwroty "dla pewnegoa" (V) oraz "dla
. a

kazdego a" (1\). Formula to odpowiednio polaczony ciag formlll atomowych. spójników
a

logicznych i kwantyfikatorów. Jesli zmienna wystepuje pod kwantyfikatorem. nazywamy ja
zmienna zwiazana. Jezeli w formule wszystkie zmienne sa zwiazane, to formule taka nazywamy
zdaniem. Jesli pewna zmienna nie jest zwiazana. to nazywamy ja zmienna wolna. I tak na przyklad

w fOJ;muleV (yz = x) oznaczajacej, zex jest podzielne przezy. z jest .zmienna zwiazana.
z

natomiast y i x sa zmiennymi wolnymi. W formule "dla kazdegoy. jesli x jest podzielne przezy.
to x = y lub y = 1". która oznacza. zex jest liczba pierwsza,x jest zmienna wolna.y natomiast

jest zmienna zwiazana. Ostatnia formule mozna zapisac uzywajac wylacznie spójników logicznych.
kwantyfikatorów i formul atomowych teorii liczb-1\ (V (zy = x) => x = y v y = 1). Jezeli

y z '

w formule wszystkie zmienne wolne zastapimy przez liczby. otrzymamy zdanie. Na przyklad

zdaniem bedzie formula1\ (V (yz = 7) => 7 = Y V Y = 1). otrzymana z poprzedniej przez
y z

podstawienie liczby 7 w miejsce jedynej zmiennej wolnejx.
Reguly wnioskowania dla jezyka symbolicznego staja sie zasadami. wedlug których ciag symboli
(formule) uznajemy za "prawdziwy". jesli prawdziwe sa inne ciagi symboli. Mozna przy tym
reguly wnioskowania opisac w sposób na tyle precyzyjny. ze poslugiwanie sie nimi polega
na mechanicznym porównywaniu ich budowy. Rozumienie tresci formul jest tu zbedne. Czynnoscia
mechaniczna jest tez wypisywanie wniosków otrzymanych przy pomocy ustalonej reguly
dowodzenia z danych przeslanek. Mozna wiec wykonanie tych czynnosci przekazac maszynom
liczacym. Odpowiednio zaprogramowana maszyna jest w stanie stwierdzic. czy zadana formula
jest wnioskiem z innych formul. Potrafi tez podac wniosek. gdy ma dane reguly dowodzenia
i przeslanki.

Powszechnie znany jest sposób porozumiewania sie z maszyna liczaca. Programy, polecenia oraz
dane koduje sie za pomoca otworów na tasmie papierowej. Na takiej tasmie maszyna drukuje
tez odpowiedzi na zadane pytania. W podobny sposób mozna na tasmie zakodowac formuly.
Jezeli. tak jak sie to czesto robi. przyjmiemy. ze dziurka w tasmie oznacza jedynke. natomiast
brak dziurki oznacza zero, to kazdy kod na tasmie stanie sie rozwinieciem pewnej liczby
naturalnej w systemie dwójkowym. Wobec tego mozna utozsamic kod formuly z odpowiadajaca
mu liczba. Po to. aby otrzymac kod wniosku. gdy dane sa kody przeslanek i gdy dana jest
regula dowodzenia. która nalezy zastosowac, maszyna wykona pewna liczbe operacji
arytmetycznych. Z kazda regula dowodzenia zwiazana jest przeto funkcja calkowitoliczbowa
o tej wlasnosci. ze wartosc tej funkcji na kodach przeslanek jest kodem wniosku. Funkcje te
mozna wyrazic przy pomocy dzialan arytmetycznych+, '. etc.

Przyjmijmy dla uproszczenia. ze sa dwie reguly dowodzenia. kazda o dwóch przeslankach.
Niechfl.f2 beda funkcjami odpowiadajacymi tym regulom. Dalej niechab ... , a. beda kodami
aksjomatów. Jesli zadany jest ciag formul o kodachbb ...• bk• to ciag ten jest dowodem, gdy

1\ (V (bl = aj) V V V (fl(b •• b,) = bl V f2(b •• b,) = bl».
i",ki",n s<it<i

Powyzszy wzór w sposób symboliczny opisuje to. ze kazdy element ciagubb ...• bdest
aksjomatem lub tez wynika z wczesniejszych elementów na mocy jednej z regul dowodzenia.
Wyzej opisana formule. oznaczajaca. ze ciagbb ..., bdest kodem dowodu. oznaczamy przez
E'(bb ...• bk). Zadany ciag liczb naturalnychbb ...• bk mozna w prosty sposób zakodowac przy
pomocy jednej liczby naturalnejPl hl '" Pkhk• gdzie PI jest i-ta liczba pierwsza. W ten sposób
nie tylko pojedyncze formuly, ale takze ciagi formul beda utozsamiane z liczbami naturalnymi.
Z formuly E' mozna w latwy sposób otrzymac formuleE(x) oznaczajaca, zex jest kodem ciagu
liczb. które sa kodami formul tworzacych dowód. Niechf oznacza funkcje taka, ze jeslix jest
kodem ciagu, tof(x) jest ostatnim elementem tego ciagu. Oznaczmy przezD(y) formule

V (E(x) /I f(x) = y). Nietrudno zauwazyc. zeD(y) oznacza, izy jest kodem twierdzenia.
x

Oczywiscie to. ze sa tylko dwie reguly i skonczona liczba aksjomatów. jest duzym uproszczeniem.
Wypisanie formuly E oraz D bez tych uproszczen jest nieco bardziej skomplikowane. Zasada jest
jednak ta sama.

W czwartym wieku przed nasza era. w czasach gdy Kretenczycy byli slawnymi na caly swiat
klamcami. Eubulides, uczen Euklidesa. postawil pytanie: "Czy Kretenczyk Epimenides mówil
prawde. gdy mówil «klamie»?". Na to pytanie nie mozna udzielic poprawnej odpowiedzi. Jesli
bowiem mówil prawde. to prawdziwe bylo zdanie "klamie". a przeto prawdy nie powiedzial.
Jesli natomiast sklamal. to mówiac ·"klamie" mówil prawde. a wiec nie klamal.
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Gdyby liczba a = V2--V2 byla wymierna,
zadane twierdzenie byloby prawdziwe,
przyjelibysmy bowiem x = y = V2."
Pozostaje wiec do rozpatrzenia przypadek,
gdy liczba a jest niewymierna. Wówczas

liczba b = aV2 = (yT) vi" . V2 = (V2)2 =
= 2 jest wymierna i mozna przyjac

x == a,y:= V2:

Uwaga. Wiadomo, ze liczbaa jest
niewymierna i przestepna, tzn. nie jest
pierwiastkiem zadnego wielomianu stopnia
dodatniego o wspólczynnikach calkowitych.

Przytoczone powyzej pytanie nosi nazwe antynomii klamcy lub paradoksu Epimenidesa i jest
jednym z wielu paradoksów, które od starozytnosci spedzaly sen z powiek filozofom
i zapladnialy ich wyobraznie, zmuszaly do nieustannych rewizji pogladów na znane i czesto
bardzo proste sprawy. Wsród antynomii mozna wyróznic bogata klase tak zwanych antynomii
semantycznych, do których nalezy antynomia klamcy. Istota tych antynomii polega na tym, ze
buduje sie je ze zdan autoreferujacych, to znaczy orzekajacych cos o sobie. "Klamie"
Epimenidesa stwierdza, ze zdanie "klamie" jest klamstwem.

Podam jeszcze jeden przyklad antynomii tego samego typu - oczywiscie nieznany
w starozytnosci. Przypuscmy, ze mamy do dyspozycji doskonala maszyne cyfrowa z olbrzymia
pamiecia, szybko dzialajaca i niezawodna. Na wyjsciu maszyny umieszczamy przyrzad, który
w chwili gdy maszyna drukuje odpowiedz "nie", wylaczaja z sieci, natomiast na inne sygnaly
nie reaguje. Podajemy maszynie informacje o dzialaniu tego przyrzadu i zadajemy pytanie "czy
po udzieleniu odpowiedzi na to pytanie zostaniesz wylaczona z sieci?". I cokolwiek maszyna
wydrukuje, odpowiedz bedzie bledna. Jesli wydrukuje "tak", przyrzad na te odpowiedz nie
zareaguje i maszyna nie zostanie wylaczona, jesli natomiast wydrukuje "nie", przyrzad zareaguje
i maszyna zostanie wylaczona wbrew temu, co wydrukowala.
Mozna takze zbudowac bardziej skomplikowana antynomie, z pomoca której mozna otrzymac
wspomniane na wstepie twierdzenie ChurchaiGodla. Z twierdzenia tego wynika miedzy innymi,
ze program Hilberta zaksjomatyzowania calej matematyki nie moze zostac zrealizowany.
Jakikolwiek rozsadny uklad aksjomatów przyjmiemy, zawsze znajdziemy zdanie, kt6rego przy
pomocy tych aksjomat6w nie uda sie ani udowodnic, ani obalic.
Zbi6r aksjomat6w bedziemy nazywali niesprzecznym, jesli przy jego pomocy nie mozna
udowodnic zdan sprzecznych. Uklad aksjomat6w nazywamy zupelnym, jesli kazde zdanie mozna
przy jego pomocy udowodnic atbo obalic. Uklad jest obliczalny, jesli mozna tak zaprogramowac
maszyne, zeby umiala stwierdzic, czy dane zdanie jest twierdzeniem. Uzywajac przed chwila
zdefiniowanych pojec, mozna sformulowac twierdzenie Godla: zaden obliczalny i niesprzeczny
uklad aksjomat6w arytmetyki nie jest zupelny.

Istota obu cytowanych wczesniej antynomii jest wystepowanie w nich zdan auto referujacych.
Kody formul arytmetyki mozna utozsamic z liczbami naturalnymi. Zdania arytmetyki opisuja
wlasnosci liczb, moze sie wiec zdarzyc, ze formula orzeka o swoim kodzie, a wiec w pewnym
sensie o sobie. Fakt, ze formula jest twierdzeniem, jest równowazny z tym, ze po podstawieniu

jej kodu do formuly D otrzymamy zdanie prawdziwe. A wiec tu takze istnieje mozliwosc
zbudowania zdania autoreferujacego, wystarczy do formulyD podstawic kod tej formuly.
Gdy dana jest formula, odpowiednio zaprogramowana maszyna moze podstawic dowolna liczbe
w miejsce zmiennej wolnej. W szczególnosci za te zmienna maszyna moze podstawic kod tej
formuly. Majac dany kodx formuly X maszyna bedzie mogla wydrukowac kod zdaniaY,
otrzymanego przez podstawienie liczbyx do formuly X. Proces obliczania koduy, gdy dany

jest kod x, opisuje pewna funkcje arytmetyczna. Oznaczmy ja literaF.

Niech A bedzie zaprzeczeniem zdefiniowanej wyzej formulyD. Wtedy A(x) oznacza, zex nie
jest kodem twierdzenia. Z formulyA tworzymy nowa formule podstawiajacF(x) w miejsce
zmiennej x.Tak otrzymana formule oznaczamy literaB, jej kod natomiast literab. Oczywiscie b
mozna obliczyc, gdy tylko dany jest kod/funkcji F oraz kod formuly A. Podstawiajac b w miejsce
zmiennej wolnej w formuleB otrzymujemy zdanie C. Z definicji funkcjiF wynika, ze kod c
zdania C jest równyF(b). Okazuje sie, ze zdanie C oraz zdanieA(c) sa r6wnowazne. Istotnie
A(e) to A(F(b», gdyz e = F(b). Natomiast C toB(b). Ale B(x) - to z definicji A(F(x»,
a wiec B(b) jest takze równeA(F(b». W ten sposób przez kolejne podstawienie do formuly
jej kodu, a wiec stosujac metode zasugerowana przez przytoczone antynomie, znalezlismy
dla danej formuly A zdanie samoreferujaceB, kt6rejest równowazne ze zdaniemA(c).
Jesli uklad aksjomatów jest zupelny, C powinno byc twierdzeniem lub zaprzeczeniem twierdzenia.
Okazuje sie jednak, ze jest to niemozliwe. PrzypuSCmy bowiem, ze C jest twierdzeniem.
Wtedy zdanie A(c), które jest z nim równowazne, jest takze twierdzeniem. To znaczy
twierdzeniem jest fakt opisany przezA(c) - "e jest kodem zdania, które nie jest twierdzeniem",
a wiec C nie jest twierdzeniem. Z drugiej strony, jesli zalozyc, ze twierdzeniem jest zaprzeczenie
zdania C, to twierdzeniem bedzie zdanie "e nie jest kodem twierdzenia", czyli -A(c).
Ale A (e) jest równowazne z C, przeto C jest takze twierdzeniem. W obu przypadkach
z zalozenia, ze pewne zdanie jest twierdzeniem, wynika, ze twierdzeniem jest jego zaprzeczenie, co
jest niemozliwe, jesli tylko uklad aksjomatów jest niesprzeczny.

Tym samym pokazalismy, ze nie mozna podac takiego ukladu aksjomat6w arytmetyki, przy

pomocy którego mozna by rozstrzygnac prawdziwosc wszystkich zdan. W podobny spos6b mozna
tez udowodnic, ze nie ma algorytmu pozwalajacego na sprawdzenie czy zdania arytmetyki sa,
czy nie sa twierdzeniami arytmetyki Peana.

Przytoczone powyzej rozumowanie zawiera szereg luk. Przede wszystkim poslugiwalismy sie
pojeciem maszyny cyfrowej o nieograniczonych mozliwosciach. W dowodach podawanych
w podreczniku logiki uzywa sie w tym miejscu teorii maszyn Turinga (por. artykuly prof.
A. Mostowskiego, «Delta», 1974, 10, 11).
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