Prawo wielkich liczb cz. 11

Dr Wiestaw SZLENK

W poprzednim artykule oméwiliSmy sens prawa wielkich liczb. Teraz pokazemy,
jak mozna praktycznie je wykorzystywac.

Przypomnijmy tre$é¢ prawa wielkich liczb. Niech 4 bedzie mozliwym

rezultatem pewnego doSwiadczenia &, niech p bgdzie prawdopodobienistwem, Ze

w doswiadczeniu 2 zajdzie wynik 4 (np. 2 — rzut moneta, A — ,,orzel”, p = —;—)

Doswiadczenie 2 powtarzamy niezaleznie n razy. Niech S, oznacza liczbe tych
powtorzen doswiadczenia 2 , w ktérych otrzymalismy wynik 4. Wéwczas dla
kazdej liczby € > 0
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Praktycznie moZna ten wynik interpretowa¢ nastgpujaco: dla duzych liczb n prawie
na pewno (tj. ze znikomo mala szansa popelnienia omyiki) mozemy twierdzié, ze
S,
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A S,
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. . . S :
< g; inaczej méwiac ?" ~ p z dokladnoscig do e.

Do roku 1965 w USA zabiegi przerywania ciazy byly prawnie zabronione,
Oczywiscie pewni lekarze robili je po kryjomu, ale nie byto wiadomo, na jaka
skalg. Socjologowie postanowili to zbadaé. Zwykly sposéb zadawania pytan
osobom losowo wybranym nie datby zadnych wiarygodnych informacji. Pytanie
,»Czy Pani poddawala si¢ zabiegowi przerywania ciazy?”” wkracza bardzo
brutalnie w sferg spraw intymnych i poza tym w danym przypadku dotyczy spraw
bedacych w kolizji z prawem. Wybrane losowo kobiety w najlepszym razie nie
odpowiedzialyby na to pytanie lub odpowiedziatyby nieprawde.

Tu w sukurs socjologom przyszli matematycy. Zaproponowali metode, ktéra
mozna by przedstawi¢ nastgpujaco:

Losowo wybranym kobietom wreczano dwukolorowa kostke (cztery $ciany biale
i dwie czarne) oraz monetg. Polecenie brzmiato: rzucié kostka i monety; jezeli
wypadnie kolor bialy, odpowiedzie¢ TAK lub NIE na pytanie dotyczace zabiegu
(niezaleznie od tego, co wypadio w rzucie moneta); jezeli wypadnie kolor czarny,
to odpowiedzie¢ TAK lub NIE na pytanie ,,Czy wypadt orzet?”. Zaklada sig, Ze
caty eksperyment odbywa si¢ bez §wiadkéw. W rezultacie testowana osoba
odpowiada tylko TAK lub NIE, ale na ktdre pytanie odpowiada (tzn. czy na
pytanie o zabieg, czy na pytanie o ,,orla’’), wie ona i tylko ona. Lecz dla celow
statystyki to wystarcza. :
Przypus¢my, ze w wyniku badan opisana wyZej metoda otrzymali$my n odpowiedzi
TAK i m odpowiedzi NIE. Niech 4 bgdzie zdarzeniem, Zze wypad? kolor czarny
przy rzucie kostka i orzet przy rzucie moneta. Doswiadczenie (polegajace na
rzucie kostka i moneta) powtdrzyliémy n+ m razy. Obliczmy prawdopodobieristwo
zajécia zdarzenia A: kolor czarny wypada 2 razy na 3 rzuty, orzel 1 raz na

2 rzuty, 1acznie wynik A zdarza sig §rednio raz na sze$¢ préb. Stad P(4) = —1—
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Niech S+, oznacza liczbg tych préb, ktére daty wynik 4. Stad na mocy prawa
wielkich liczb mamy:

S, n+m 1
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n+m = 6 °
A wigc liczba odpowiedzi TAK na pytanie o wypadnigcie orla wynosi z dobrym

przyblizeniem 3 (n+m). Analogicznie liczba odpowiedzi NIE na to pytanie
wynosi tez % (n+4m) (z tym samym przyblizeniem). Liczba kobiet
odpowiadajacych na pytanie o dokonywaniu zabiegu wynosi % (n+m), stad liczba
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Rozwigzanic zadania M.42

Sprawdzimy najpierw, 2e 38 nie jest

sumg dwdch liczb zlotonych nieparzystych.
Moglyby to byé lmby 9,15, 21,125,127, 33, 35.
Jeteli 38 jest sumg dwdch liczb naturalnych
to ktérad z nich jest mniejsza od 19, Gdybr
38 bylo sumg dwéch liczb zlozonych
nieparzystych, to jedng z nich byloby 9 lub
15,ale 38—9 = 29 38— 15 = 23 sa liczbami
pierwszymi.

Kazda liczba parzysta > 40 jest jednej

z postaci 10k, 10k + 2, 10k +4 10k +6,

10k + 8, gdzie k jest liczbg calkowita wigkszy
od 4. Zachodzq réwnodei 10k = 15+ 5(2k-3),
10k+2 = 27+ 5(2k-5),

10k+4 = 94 5(2k~1), 10k +6 = 21 + 5(2k~3),

10k +8 = 334 5(2k - 5). Pierwsze skladniki

sg oczywiicie liczbami nieparzystymi’zlozonymi,

drugie tek sg takie, gdyz sg iloczynami liczby
5 przez liczbg > 2k— 5§ = 3. Udowodnili§my
tutaj nawet wigcej, mianowicie 2e knida liczba
parzysta > 40 jest sumg dwéch liczb
nieparzystych, z ktérych jedna jest

podzielna przez 3, a druga preez 5.

Trochg rachunkéw

wyraza stosunek liczby kobiet, ktére odpowiedzialy TAK na pytanie o zabieg, do
liczby wszystkich kobiet, ktérym los i prowadzacy badania zadat to pytanie.

W ten sposdb z dowolng dokladnoscig i z dowolnie malg szansa pomylki (jesli
braé duze n+m) mozemy wyznaczy¢ procent kobiet, ktore poddawaly sig
zabiegowi przerywania cigzy. Co cickawsze, nie mozemy wskaza¢ na pewno ani
jednej osoby, ktdra si¢ temu zabiegowi poddata.

Opisane powyzej badanie przeprowadzono w USA w poczatku lat szes¢dziesiatych.
Wryniki i caly pomyst byly referowane na kongresie statystyki w Londynie w roku
1965. Oczywiscie techniczna realizacja byla nieco inna — wreczanie kostki i monety
byloby zbyt klopotliwe. Ale idea byla taka, jak opisano powyzZgj.

I jeszcze jedna ciekawostka zwigzana z prawem wielkich liczb. Pierwsze
systematyczne obserwacje pici noworodkéw byly przeprowadzone we Francji

w latach 1800, 1801, 1802 z inicjatywy francuskiego matematyka S. Poissona.
Okazalo sig, ze stosunek liczby noworodkéw plei meskiej do liczby noworodkéw
plci Zeniskiej wynosit 22:21. Tylko Paryz wykazywal odchylenie od tej normy,

a mianowicie dla ParyZa stosunek ten wynosit 24:23. Réznica byla zbyt znaczna
w stosunku do liczby urodzonych dzieci, aby to mégl byé przypadek. Sprawa
zaciekawila szersze grono ludzi. Pobiezne obserwacje w krajach sgsiednich,

a nawet wérdd tubylczej ludnos$ci Ameryki Poludniowej (dokonane przez

W. Humboldta) wykazywaly wyniki bliskie 22:21. Wymyslano rézne teorie, od
bardziej rozsadnych do catkowicie bezsensownych, jak np. ze jest to wynik
rozwigzlego Zycia paryzan. Wreszcie Poisson wpadl na wlaéciwe rozwigzanie:
wylaczyl ze statystyki przytutki Paryza. I wtedy proporcja spadia natychmiast do
22:21. Co z tego wynikalo? Otz to, ze okoliczna ludno§é¢ (a moze i nie tylko
okoliczna) podrzucala noworodki — i to dziewczynki (chlopey byli widocznie
bardziej w cenie) — do Paryza. Zjawisko to bylo tak masowe, ze az zakldcito
statystyke. Nigdy nie dowiedzieliby$my si¢ o tym, gdyby nie obserwacje Poissona.

Kwantowy lew, czyli o teorii zjawiska tunelowego

Dr Zbigniew PEOCHOCKI

W ogrodzie zoologicznym dla kwantowych zwierzat wybieg dla Iwéw, w postaci
diugiego pasa, oddziela od publicznosci bariera, ktéra stanowi obszar sztucznie
wytworzonego pola grawitacyjnego o dostatecznie duzym i stalym (w tym obszarze)
natgzeniu. Energia potencjalna, jaka miatby lew w obszarze bariery, gdyby sig¢ tam
znalazl, jest o V, wigksza (rys. 1) niz na wybiegu (mowa o Iwie w normalnej pozycji,
na czterech iapach, tak Ze jego $rodek masy znajduje sig na pewnej wysokoéci nad
ziemig). Maksymalna energia kinetyczna, jaka moze mieé rozpedzony lew, wynosi
E, < V,. Jakg wysoko§¢ energetyczna musi mie¢ bariera (tzn. jaka musi by¢
warto$¢ ¥,), aby byla ona ogrodzeniem absolutnie bezpiecznym, czyli — aby zaden
lew nie mdgt jej nigdy przeskoczy¢?
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Rys. 1. Ogrodzenie w postaci barier potencjatu (energie potencjalng lwa na wybiegu przyjeto za
poziom odniesienia, ktéremu przypisano warto$¢ rowng zeru)

Gdyby lwy byly zwierzetami poruszajacymi si¢ zgodnie z prawami mechaniki
klasycznej, zaden z nich nie mdglby przeskoczyé bariery. Nasze lwy to jednak
zwierzgta kwantowe, wykazujace cechy zaréwno korpuskularne, jak i falowe. Ich
ruchem rzadzg wigc prawa mechaniki kwantowej. Przyjmijmy dla prostoty, Ze
kazdego lwa mozna traktowac jak czastke o masie m. Odpowiednikiem klasycznego
réwnania ruchu czgstki (wyrazajgcego II zasade Newtona) jest w mechanice
kwantowej réwnanie Schriidingera. Jego rozwigzaniem jest tak zwana funkcja
falowa, opisujaca wlasnosci czgstek kwantowych w jezyku teorii fal. Im wigksza



