Na przyklad: funkcjy charakterystyczni
przedzialu ¢0,2) jest funkcja o nast¢gpujacym
wykresie:

-—
_ —
] A

Proszg sprawdzic, 2e funkcja, okredlona dla
kazdego x rzeczywistego wzorem

xc(x)- lim (cosnx)®
N

jest funkcjq charaktery
calkowitych,

yczna zbioru liczb

Dr hab. Wiktor MAREK i mgr inz. Michal SOBOLEWSKI

W kwietniowym numerze «Delty», w primaaprilisowym artykule Aktualnosci
podstaw mdtematyki, nieznany nam blizej autor pisat o ,,réznych rodzajach
przynaleznosci do zbioru”, o ,,stabym byciu elementem” etc.

Zartobliwe uwagi autora odnosza si¢ jednakze — jak to si¢ czasem zdarza — do
problematyki nie catkiem pozbawionej sensu. Spotykamy si¢ przeciez

w rzeczywistosci z pojeciami, ktére nie sa dokfadnie sprecyzowane. Zeby zrozumiec,
gdzie lezy problem, trzeba najpierw powiedzieé¢, czym jest pojecie. Ot6z kiedy
zajmujemy si¢ jaka$ dziedzing (liczbami naturalnymi na przykiad), to pojeciem
lub wlasnoscia jest nic innego, jak pewien zbidr elementéw, o ktdrych mowi sig

w tej dziedzinie (np. pojecie parzystosci moze by¢ utozsamiane ze zbiorem liczb
parzystych, wlasnos¢ ,,by¢ liczbg pierwsza’’ natomiast moze by¢ utozsamiana ze
zbiorem liczb pierwszych, etc.). Nie znajdziemy si¢ w zadnych ktopotach, dopdki
uzywane przez nas wyrazenia definiujace zbiory naleze¢ beda do jezyka
matematyki, sformalizowanego jezyka shuzacego do opisu odpowiedniej dziedziny.
Klopoty zaczynaja si¢ wtedy, kiedy staramy si¢ poszerzy¢ klase wyrazen stuzacych
do opisu owych zbioréw i zaczynamy uzywac jezyka mniej lub bardziej potocznego.
Rozwazmy przykiad: Definiujemy podzbiér zbioru N liczb naturalnych zloZzony

z ,,liczb duzo wigkszych od 7. Oczywiscie opis naszego zbioru nie jest $cisty;
zawiera element subiektywizmu. W zalezno$ci mianowicie od tego, kto ma do
czynienia z powyZzszym wyrazeniem, zbiér ten moze przybiera¢ rézne postaci.

Ja na przyklad sadzg, ze liczba 43 nalezy do rozwazanego zbioru, a
prawdopodobnie wigkszo$¢ Czytelnikow zgodzitaby sig, Ze liczba 10° tez do niego
nalezy. Jednakze liczba 10°—1 jest niewiele mniejsza od 10°, wigc i ja nalezy
réwniez zaliczyé do naszego zbioru; jest wlasciwie rzecza oczywista, ze jesli x

jest duzo wigkszy od 7 to i x—1 tez. A stad juz bardzo blisko do konkluzji, ze

7 jest duzo wigksze od 7, co jednak nie jest chyba prawda.

Innym przykladem jest préba zdefiniowania ,,wysokiego mezczyzny”. Tu powdd
niejednoznaczno$ci bedzie nieco inny, ale widaé, Zze znowu powstaja klopoty.

Z problemem nieprecyzyjnego okreslania przynaleznosci spotkali si¢ inZynierowie
zajmujacy si¢ komputerowym (automatycznym) rozpoznawaniem postaci.
Spojrzmy na przykiad na znaczek <“Li sprébujmy powiedzieé, czy miala to

by¢ litera a czy d. Laseczka jest za krotka, bySmy byli pewni, Ze to jest d, ale

za diuga, by byé pewnym, Ze jest to a.

Kiedy pojawia si¢ problem, mozna by¢ pewnym, Ze zostanie stworzona
odpowiednia teoria. Rzeczywiscie tak wlaénie si¢ stalo i w naszym przypadku:
powstala nowa teoria, ktérej autorem byl nie matematyk, lecz elektronik z

z Uniwersytetu w Berkeley, L. Zadeh, napisal on szereg artykuléw o teorii
zbioréw rozmytych (fuzzy sets). Ponizej podamy zasadnicze jej pojecia. Ze
zrozumialych wzgledéw nie potraktujemy tej teorii w jej maksymalnej ogdlnosci.
Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Rozmytym podzbiorem zbioru A nazywamy
dowolng funkcje rzeczywista okres$lona na zbiorze 4, o wartosciach

w przedziale domknigtym <0,1>. Jesli / jest podzbiorem w takim sensie, to
warto$¢ f(a) nazywamy stopniem przynaleznosci a do zbioru f. Zauwazmy, Ze
utozsamiajac zbior ¥ < A z funkcjg charakterystyczna zbioru Y, tj. funkcja

xy:A4 — €0,1> i okreSlong jak nastepuje:

{l, aey,
X(a)— 0, a¢}’,

mozemy zgodzi¢ sig, ze kazdy podzbidr zbioru 4 jest w szczegdlnosci jego
podzbiorem rozmytym. Podzbioréw rozmytych danego zbioru jest duzo; nawet
zbidr skoficzony ma nieskorniczenie wiele rozmytych podzbioréw. (Dlaczego?).
Wréémy do naszego pierwszego przyktadu: okre§lmy f wzorem

0 dla n<T,
f(n) = (n—17)>* dla n>7.
1000+ (n—7)?
A wigc:
S® = oo SO = ks s SA007) = 000
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Jedli f, g 53 dwiema funkcjami o wartodciach
rzeczywistych, okredlonymi na tym samym
zbiorze, to symbol max(f, g) oznacza taka
funkcje, ktéra w kazdym punkcie a tego
zbioru przyimuje wartos¢ bedaca wicksza

z dwu liczb: f(a) i g(a). Np. jesli f(x) = x,
2(x) = —x, to max(f, g) = |x].

Warto zauwazyé, 2e jedli X, Y sq ,,porzadnymi™
podzblorami zbiorn 4 t0 yypy =

= max(¥y, Xyh Zxpy = Wi (Zy, Xy Oraz
2g= -2z

Kwadratem kartezjafiskim zbioru 4 nazywa sig
zbidr A x A — zbidr wszystkich
uporzgdkowanych par elementow zbioru A.
Ogélnie: n-13 potgga kartezjansks zbioru A
nazywa sig zhidr Ax Adx ... x 4,

a wiec zbidr wszystkich n-wyrazowych ciggdw
elementéw zbioru A.

Relacja n-argumentows w zbiorze 4 nazywa

si¢ dowolny podzbidr n-tej potggi kartezjanskiej
tego zbioru. Zob. np. W. Marek,

J. Onyszkiewicz, Elementy logiki i teorii
mnogosci w zadaniach, PWN, 1972.

.}

Rozwigzanie zadania M37.

Zbadajmy, czemu rowna jest liczba x)' 2
Mamy

VT=V8+2)/7 —M—-l 7-

_17+2|'Hl }‘r 1|: 1-2 =
=].{;a+l}—-](|7—-!}’—2=

= (T+1)=-(T=1)-2=0.
Tak wige x = 0.

Sprostowanie

W zadaniu M23 opuszczone zostalo
pomylkowo zalozenie: AB < BC <
< CA. Bez tego zaloZenia podane

w numerze 8 «Delty» rozwigzanie nie
jest poprawne, na co zwrocil uwage
Zbigniew Szkutnik z Zarzecza. Warto
zauwazyé, Ze rozwigzanie jest
poprawne rOwniez przy stabszym
zalozeniu, ze AC jest wiekszy od
kazdego z dwu pozostalych bokow.

Przy odrobinie dobrej woli mozna by si¢ zgodzié, Ze f jest whasnie rozmytym
podzbiorem zbioru N zlozonym z liczb znacznie wigkszych od 7.

OczywiScie na zbiorach rozmytych musimy okresli¢ jakie§ dzialania
teoriomnogos$ciowe. Zostaly one okreslone jak nastgpuje:

f n g = min(f; g),
f v g = max(f,g),
~f=1-f.

Nie wszystkie prawa rachunku zbioréw zachodza w ,,Srodowisku rozmytym®.
Na przykiad formula /' n—f = @ nie jest prawdziwa. Z drugiej strony obowigzuje
tu szereg uzytecznych praw, na przyklad rozdzielno$¢ i laczno$é dzialan, a takze
prawa de Morgana (Czytelniku, nie lesi sig, sprawdz!).
Rozmyte podzbiory potegi kartezjaniskiej zbioru 4 nazywamy rozmytymi
relacjami w zbiorze 4. (Na przyklad relacja x > y: x jest znacznie wigksza od y).
Szczegdlnie interesujace w zastosowaniach sa relacje podobienstwa, tj. takie
rozmyte relacje, ktére sg zwrotne (/\ R(x, x) = 1), symetryczne (/\ /\ R(x,y) =

= R(y, x)) i przechodnie (/\ /\ /\J:'!(x, z) = sup (min (R(x; ), Rf ¥, ;'))).

x 'y z 8 4

Niech f bedzie rozmytym podzbiorem zbioru 4. Dla kazdego a € {0,1) okre$lamy:
fa = {x:f(x) = a}. Oczywiscie f, jest juz ,,nierozmytym” podzbiorem zbioru 4.
Znajomo$¢ rodziny {f,:a €<0,1>} jest rt6wnowazna znajomosci rozmytego

zbioru A. Zbiér f, mozemy interpretowac jako zbidr tych x, ktére przynalezg

do f'w stopniu co najmniej .

Jesli R jest relacja podobienstwa (rozmyta relacjag réwnowaznoéci) w zbiorze A4,

to R, jest relacja rGwnowaznoSci; przy coraz to wigkszym « otrzymujemy coraz
,,drobniejsze’ relacje.

Rozwazmy przyktad. Okreslmy rozmyta relacje R na zbiorze {1
pomocy nastgpujacej tabelki:

88 :6} przY

1 2 3 4 5 6
| 1 1 | 04 0,4 0,6 0,8 0,9
;2 0,4 1 1 0,4 0,4 0,4
| 3 0,4 1 1 0,4 0,4 0,4
{4 0,6 0,4 0,4 1 0,6 0,6
| 5 0,8 0,4 0,4 0,6 1 0,8
‘ 6 0,9 0,4 0,4 0,6 0,8 1

Pozostawiamy Czytelnikowi sprawdzenie, Ze R jest relacja podobienstwa. Jak
moéwiliémy R reprezentuje rodzine relacji rownowaznosci R,. Rozklady zbioru
{1, ..., 6} na klasy elementéw réwnowaznych odpowiadajace tym relacjom
wygladaja nastgpujaco:

{{1,2,3,4,5,6}}; {{1,4,5,6}, {2,3}}; {{1,5, 6}, {4}, {2,3}}
{{1, 6}, {5}, {4}, {2,3}); {{1}, {6}, {5}, {4}, {2,3}}-

Zbiory ,,rozmyte’ znalaziy szerokie zastosowanie, a z ich teorig (cho¢ moze
z niezbyt glebokimi jej aspektami) spotkaja si¢ na pewno ci sposréd naszych
Czytelnikéw, ktdérzy zajma sig teorig rozpoznawania obrazéw.

Szanowna Redakcjo!

Podczas wakacji rozwigzywali§my z kolega szereg problemdéw matematyczno-fizycznych

i doszlisSmy do wniosku, Ze warto nawigza¢ kontakt z kolegami i kolezankami o podobnych
zainteresowaniach. Postanowiliémy wigc zalozyé Amatorski Osrodek Badan i Probleméw
Matematyczno-Fizycznych. Prosze wigc 0 zamieszczenie mojego listu, gdyz w ten sposéb
najlatwiej chyba nawiaza¢ kontakty z kolegami i kolezankami z calego kraju. Méj adres: Marek
Snopczynski, ul. Srodkowa 6a m. 20, 03-430 Warszawa.

Obiecuje odpisac¢ na kazdy list.

Drukujemy list i zachecamy Czytelnikéw do wymiany pogladow nie tylko listownie, ale tez —
osobiscie. Bedziemy systematycznie drukowali nadsylane adresy zwolennikéw inicjatywy kolegi
Snopczynskiego.
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