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e(P,q)Df V(XI-YI)Z+(XZ-Yz)Z(1)

Mozna latwo dowiesc, ze taka funkcjae spelnia warunki (i)-(iii). a wiec jest
metryka. Jest to tzw.metryka kartezjanska na plaszczyznie.Odcinekpq,
przedstawiony na rys.1;jest zbiorem wszystkich punktów spelniajacych
równanie e(P, x)+e(x, q)= e(P, q). O takich punktach mówi sie, zeleza miedzy
p l q.
Funkcja (j okreslona przez wzór

Kazdy z nas styka sie w codziennym zyciu z pojeciem odleglosci, jednak zapytany,
co przez to rozumie, mialby zapewne klopot z udzieleniem precyzyjnej
odpowiedzi. Nic dziwnego, przeciez odleglosc z Warszawy do Krakowa jest inna
dla kogos kto jedzie pociagiem a inna dla podrózujacego samolotem; odleglosc
jednego punktu miasta od drugiego inna jest dla przechodnia, który przestrzega
przepisów, a inna dla takiego, który skraca sobie droge przez jezdnie i trawniki.
Jakkolwiek rozumiane, pojecie odleglosci ma jednak pewne cechy, co do których
wszyscy sa zgodni. Te oczywiste dla wszystkich wlasnosci posluzyly
matematykom do sprecyzowania definicji ~dleglosci, a scislej mówiac. do
wprowadzenia pojecia przestrzeni metrycznej.
Wyobrazmy sobie, ze mamy jakikolwiek zbiórX oraz funkcje, która kazdej parze
elementów (czyli, jak zwyklo sie mówic, punktów)a,b ze zbioru X

przyporzadkowuje liczbe rzeczywista nieujemnae(a, b). Funkcja ta nazywa sie
odlegloscia (lub metryka), jezeli spelnia nastepujace trzy warunki:

(i) e(a, b) = O wtedy i tylko wtedy, gdy a = b,
(ii) e(a, b) = e(b, a),
(iii) e(a, b) + e(b, c) ~ e(a, c).

Na mocy warunku (i) odleglosc dwóch punktów jest równa zeru wtedy i tylko
wtedy, gdy te punkty sa identyczne. Zgodnie z warunkiem (ii) odleglosc punktua
od b jest taka sama, jakb od a. Na mocy warunku (iii) suma odleglosci punktu
a od b i punktu b od c nie moze byc mniejsza niz odleglosca od c. Warunek ten
nosi nazwenierównosci trójkata, co nikomu nie wyda sie dziwne, jezeli zgodzi sie
rozumiec przez ••trójkat" dowolna trójke punktów zbioruX.
Para (X, e) zlozona ze zbioruX i metryki e nazywa sieprzestrzenia metryczna.
Latwo sie przekonac, ze warunki (i)-(iii) bynajmniej nie wyznaczaja
jednoznacznie metryki e w danym zbiorzeX. Inaczej mówiac, dowolny zbiór
mozna zmetryzowac na wiele róznych sposobów, tzn. mozna na wiele sposobów
mierzyc w nim odleglosc. Zilustrujemy to na przykladach.
Plaszczyzne euklidesowa najczesciej metryzuje sie okreslajac odleglosce
tzw. wzorem Pitagorasa. Mianowicie, jezeli punktyp i q maja odpowiednio
wspólrzedne (Xl' Xz) i (YI, yz), to
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równiez jest metryka. Jest to tzw.metryka miejska.

Latwo sie domyslec, skad pochodzi ta nazwa. Wyobrazmy sobie miasto, w którym
wszystkie ulice biegna ze wschodu na zachód lub z poludnia na pólnoc. Zeby
dostac sie z jednego punktu do drugiego trzeba na ogól przebyc droge, która jest
pewna lamana. W szczególnym przypadku, gdy oba punkty sa polozone na tej
samej ulicy, lamana ta jest po prostu odcinkiem. Oczywiscie zamiast droga
zaznaczona na rys. 2 gruba kreska, mozna odp do q przejsc droga "cienka" o tej
samej dlugosci. Takich mozliwych drógodp do q o dlugoscie(P, q) dla p, q nie
lezacych na jednej ulicy jest nieskonczenie wiele, wypelniaja one prostokat
o bokach równoleglych do osiLI i Lz i o przeciwleglych wierzcholkachp, q.
Prostokat ten jest - jak latwo sprawdzic - zbiorem wszystkich punktów
lezacych miedzyp i q w sensie metryki(j.
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Rys.4b

Ie(p, q)
e*(P, q) = e(p, o)+e(o, q)

(3)

Innym przykladem metryzacji plaszczyzny jest tzw.metryka kolejowa, okreslona
wzorem

jezeli punkty o,p, q
sa wspólliniowe (rys. 3a)
jezeli punkty o,p, q
nie sa wspólliniowe (rys. 3b).

Punkt o odgrywa tu role wezla kolejowego. Jezeli punktyp i q leza na jednym
torze, przejechanie koleja zp do q nie wymaga nakladania drogi. Jezeli leza na
róznych torach, trzeba przejechac przez wezel, wiec odleglosc kolejowa jest wtedy
wieksza od zwyklej (kartezjanskiej). W pierwszym przypadku zbiór punktów
lezacych miedzyp i q jest odcinkiempq (rys. 3a),VI drugim - lamanapoq
(rys. 3b).
Jasne jest, ze jezeli umiemy zmierzyc odleglosc dowolnych dwóch punktów
zbioru X, umiemy to równiez zrobic dla kazdego podzbioru zbioruX. Scislej
mówiac, metryka eVI zbiorze X metryzuje zarazem dowolny jego podzbiórXo.
Niech na .przykladXo bedzie okregiem na plaszczyznie euklidesowej ze zwykla
odlegloscia e (wzór (1)). Odleglosce(p, q) dowolnych dwu punktówp, q okreguXc

jest wiec dlugoscia cieciwy o koncachp, q. Ten sam zbiórXo mozna jednak
zmetryzowa~ inaczej, abstrahujac od "otaczajacego swiata", tj. od przestrzeniX.

Mozna na przyklad okreslic nowa odleglosce(p, q) jako dlugosc mniejszego
z dwóch .luków o koncachp, q. Odpowiada to sytuacji, w której okragXo bylby
brzegiem jeziora, a osoba mierzaca odleglosc nie umialaby plywac. Latwo
sprawdzic, ze przy takiej metryzacji okregu zbiór punktów lezacych miedzyp i q
jest na ogól krótszym lukiem o koncachp, q (rys. 4a). Na ogól, ale nie zawsze -
wyjatek stanowia pary tzw. punktów antypodycznych (maksymalnie oddalonych);
miedzy takimi antypoc4mi leza wszystkie punkty okregu (rys. 4b).
Przedstawiona tu relacja lezenia miedzy jest jednym z wielu pojec, które mozna
zdefiniowac przy pomocy odleglosci, to jest tzw. pojec metrycznych. Innym
przykladem takiego pojecia jest pojecie srodka pary punktów.
Rozwazmy dowolna przestrzen metryczna(X, e).
Punkt x zbioru X jest srodkiem pa,ry punktówp, q (w sensie metryki e) wtedy

i tylko wtedy gdye(p, x) = ~ e(p, q) = e(x, q).
A wiec srodek jest to taki punktx, który lezy miedzyp i q i jest równo odlegly od
p i q. Na plaszczyznie z metryka kartezjanska lub kolejowa kazda para punktów
ma dokladnie jeden srodek, natomiast na plaszczyznie z metryka miejska kazda
para punktów nie lezacych na jednej "ulicy" ma nieskonczenie wiele srodków.
Znalezienie takiego zbioru srodków pozostawiamy Czytelnikowi. Na okregu
z metryka kart~zjanska zadna para punktów nie ma srodka, na okregu z metryka

lukowa e kazda para posiada srodek, a pary antypodów maja po dwa srodki.
Przestrzen metryczna, w której kazda para punktów ma co najmniej jeden
srodek, nazywa siewypukla, a taka, w której kazda para punktów ma dokladnie
jeden srodek - mocno wypukla. A wiec plaszczyzna z metryka e lub e* jest
mocno wypukla, a z metryka(j jest wprawdzie wypukla, ale nie jest mocno

wypukla. Przykladem przestrzeni, która nie jest wypukla, jest okrag z metrykae.
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Przygoda w fizyce

Ludwik Wertenstein (ur. 16 IV 1887, zm.
18 I 1945) studiowal w Paryzu. byl asystentem
Marii Sklodowskiej-Curie. W jej zastepstwie
kierowal Pracownia Radiologiczna
Warszawskiego Towarzystwa Naukowego.
Prof. M. Danysz (ur. 17 III 1909) jest
znany naszym Czytelnikom z artykulów
omawiajacych odkrycie hiperjader «<Delta».
1974. nr 10) oraz podwójnego
hiperfragmentu (<<Delta»1974, nr 1).
w których to odkryciach uczestniczy/o

Prof. Marian DANYSZ, czlonek rzeczywisty PAN
Z góra chyba czterdziesci lat temu bylem zatrudniony w Pracowni
Radiologicznej W Warszawie, kierowanej przez profesora Ludwika Wertensteina.
Glównym wyposazeniem pracowni byl wlasciwie dar Marii Sklodowskiej-Curie
w postaci 60 mg radu. Rad ten stanowil zródlo wszystkich aktywnosci, z którymi,
pracowano w laboratorium. Lata trzydzieste, kiedy pracowalem w laboratorium
byly okresem bardzo ciekawym. Wtedy wlasnie odkryto neutron, pozyton,
a Fryderyk Joliot-Curie odkryl promieniotwórczosc wzbudzona przez
naswietlanie rozmaitych materialów czastkamiot. Pamietam, ze kiedys zwrócilem


