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Kazdy z nas styka si¢ w codziennym Zyciu z pojeciem odlegtosci, jednak zapytany,
co przez to rozumie, miafby zapewne kiopot z udzieleniem precyzyjnej
odpowiedzi. Nic dziwnego, przeciez odleglosé z Warszawy do Krakowa jest inna
dla kogo$ kto jedzie pociggiem a inna dla podrézujacego samolotem; odlegtosc
jednego punktu miasta od drugiego inna jest dla przechodnia, ktéry przestrzega
przepiséw, a inna dla takiego, ktory skraca sobie droge przez jezdnie i trawniki,
Jakkolwiek rozumiane, pojgcie odlegtoéci ma jednak pewne cechy, co do ktérych
wszyscy s zgodni. Te oczywiste dla wszystkich wiasnosci postuzyty
matematykom do sprecyzowania definicji odleglosci, a $cislej méwiae, do
wprowadzenia pojgcia przestrzeni metrycznej.

Wyobrazmy sobie, ze mamy jakikolwiek zbiér X oraz funkcje, ktdra kazdej parze
elementéw (czyli, jak zwyklo sig méwié, punktéw) a, b ze zbioru X
przyporzadkowuje liczbg rzeczywista nieujemna o(a, b). Funkcja ta nazywa si¢
odlegloseciq (lub metrykq), jezeli spelnia nastepujace trzy warunki:

(i) e(a,b) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = b,

(ii) o(a,d) = o(b, a),

(i) o(a, b) + o(b, €) = o(a, c).

Na mocy warunku (i) odleglos¢ dwéch punktéw jest réwna zeru wtedy i tylko
wtedy, gdy te punkty s identyczne. Zgodnie z warunkiem (ii) odlegto$é punktu a
od b jest taka sama, jak b od a. Na mocy warunku (iii) suma odleglosci punktu
a od b i punktu b od ¢ nie moze byé mniejsza niz odlegloéé @ od ¢. Warunek ten
nosi nazwg nieréwnosci trdjkqta, co nikomu nie wyda si¢ dziwne, jezeli zgodzi sie
rozumie¢ przez ,,tréjkat” dowolng tréjke punktéw zbioru X.

Para (X, o) zlozona ze zbioru X i metryki p nazywa si¢ przestrzeniq metrycznq.
Latwo si¢ przekonaé, ze warunki (i)-(iii) bynajmniej nie wyznaczaja
jednoznacznie metryki ¢ w danym zbiorze X. Inaczej méwiac, dowolny zbidr
mozna zmefryzowad na wiele réznych sposobéw, tzn. mozna na wiele sposobéw
mierzy¢ w nim odlegloéé. Zilustrujemy to na przyktadach.

Plaszczyzng euklidesowa najczesciej metryzuje si¢ okrelajac odlegtosé o

tzw. wzorem Pitagorasa. Mianowicie, jezeli punkty p i ¢ maja odpowiednio
wspétrzedne (x;, x;) 1 (¥, ¥2), to
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P Mozna tatwo dowies¢, ze taka funkcja o speinia warunki (i)-(iii), a wiec jest
metryka. Jest to tzw. metryka kartezjariska na plaszczyznie. Odcinek pq,
X przedstawiony na rys. 1, jest zbiorem wszystkich punktow spetniajacych
Mg Y1’ L, ré'Wnanje o(p, x)+e(x, 9) = o(p, q). O takich punktach méwi sig, ze leza miedzy
pigq.
Rys. 1 Funkcja g okreslona przez wzér
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réwniez jest metryka. Jest to tzw. metryka miejska.
Latwo si¢ domyslec, skad pochodzi ta nazwa. Wyobrazmy sobie miasto, w ktérym
wszystkie ulice biegng ze wschodu na zachdéd lub z potudnia na péoc. Zeby
dostac si¢ z jednego punktu do drugiego trzeba na og6t przebyé droge, ktéra jest
pewng famang. W szczegélnym przypadku, gdy oba punkty sa polozone na tej
same;j ulicy, famana ta jest po prostu odcinkiem. Oczywiscie zamiast droga
zaznaczong na rys. 2 grubg kreska, mozna od p do g przej$¢ droga ,,cienka” o tej
samej diugosci. Takich mozliwych drég od p do ¢ o diugosci p(p, g) dla p, g nie
lezacych na jednej ulicy jest nieskoniczenie wiele, wypekniaja one prostokat
> o bokach réwnolegtych do osi L, i L, i o przeciwleglych wierzchotkach p, .

R Va- Prostokat ten jest — jak tatwo sprawdzi¢ — zbiorem wszystkich punktéw
Rys. 2 lezacych migdzy p i ¢ w sensie metryki .
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Przygoda w fizyce

Ludwik Wertenstein (ur. 16 IV 1887, zm.

18 I 1945) studiowal w Paryzu, byl asystentem
Marii Sklodowskiej-Curie. W jej zastepstwie
kierowal Pracownig Radiologiczng
Warszawskiego Towarzystwa Naukowego.
Prof. M. Danysz (ur. 17 111 1909) jest

znany naszym Czytelnikom z artykulow
omawiajacych odkrycie hiperjader («Deltas,
1974, nr 10) oraz podwéjnego
hiperfragmentu («Delta» 1974, nr 1),

w ktorych to odkryciach uczestniczyl.

Innym przykladem metryzaciji plaszczyzny jest tzw. metryka kolejowa, okreslona
wzorem
e(p, q) jezeli punkty o, p, q
3) *(p, q) = sa wspolliniowe  (rys. 3a)
enp g o(p, 0)+o(o, q) jezeli punkty o, p, g

nie sg wspolliniowe (rys. 3b).
Punkt o odgrywa tu rolg wezla kolejowego. Jezeli punkty p i ¢ leza na jednym
torze, przejechanie koleja z p do ¢ nie wymaga nakladania drogi. Jezeli lezg na
roznych torach, trzeba przejechaé przez wezel, wiec odlegloéé kolejowa jest wtedy
wigksza od zwyklej (kartezjarnskiej). W pierwszym przypadku zbiér punktéw
lezacych miedzy p i g jest odcinkiem pg (rys. 3a), w drugim — tamana pog
(rys. 3b).
Jasne jest, ze jezeli umiemy zmierzy¢ odleglosé dowolnych dwdch punktéw
zbioru X, umiemy to réwniez zrobié dla kazdego podzbioru zbioru X. Sciélej
mowigc, metryka o w zbiorze X metryzuje zarazem dowolny jego podzbidr X,.
Niech na przyklad X, bedzie okrggiem na plaszczyznie euklidesowej ze zwykla
odlegtoscia o (wzor (1)). Odlegtos¢ o(p, g) dowolnych dwu punktéw p, g okregu X
jest wige dugoscia cigciwy o koricach p, g. Ten sam zbidr X, mozna jednak
zmetryzowa¢ inaczej, abstrahujac od ,,otaczajacego §wiata”, tj. od przestrzeni X.

Mozna na przyklad okreslié nowa odleglo$é p(p, ) jako dtugosé mniejszego

z dwoch tukéw o koricach p, g. Odpowiada to sytuacji, w ktérej okrag X, bylby
brzegiem jeziora, a osoba mierzaca odlegloéc nie umiataby plywaé. Latwo
sprawdzié, ze przy takiej metryzacji okrggu zbior punktéw lezacych miedzy p i g
jest na ogét krétszym fukiem o koricach p, g (rys. 4a). Na ogdl, ale nie zawsze —
wyjatek stanowig pary tzw. punktéw antypodycznych (maksymalnie oddalonych);
migdzy takimi antypodami leza wszystkie punkty okregu (rys. 4b).
Przedstawiona tu relacja lezenia migdzy jest jednym z wielu pojeé, ktére mozna
zdefiniowaé przy pomocy odleglosci, to jest tzw. pojeé metrycznych. Innym
przykiadem takiego pojecia jest pojecie srodka pary punktéw.

Rozwazmy dowolna przestrzen metryczna (X, p).

Punkt x zbioru X jest srodkiem pary punktéw p, ¢ (w sensie metryki o) wtedy

. 1
i tylko wtedy gdy o(p, x) = ?9(‘0, q) = o(x,q).

A wigc §rodek jest to taki punkt x, ktéry lezy miedzy p i g i jest réwno odlegly od
p 1 q. Na plaszczyznie z metryka kartezjaniska lub kolejowa kazda para punktéw
ma dokladnie jeden $rodek, natomiast na plaszczyZnie z metryka miejska kazda
para punktéw nie lezacych na jednej ,,ulicy”” ma nieskoniczenie wiele srodkéw.
Znalezienie takiego zbioru $rodkéw pozostawiamy Czytelnikowi. Na okregu

z metryka kartezjanska zadna para punktéw nie ma Srodka, na okregu z metryka

ukowa E kazda para posiada §rodek, a pary antypodéw maja po dwa Srodki.
Przestrzen metryczna, w ktérej kazda para punktéw ma co najmniej jeden
§rodek, nazywa sie wypukiq, a taka, w ktérej kazda para punktéw ma dokladnie
jeden §rodek — mocno wypukiq. A wigc plaszczyzna z metryka p lub p* jest
mocno wypukia, a z metryka g jest wprawdzie wypukla, ale nie jest mocno

wypukia. Przykladem przestrzeni, ktéra nie jest wypukta, jest okrag z metryka o.
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Prof. Marian DANYSZ, czlonek rzeczywisty PAN

Z gora chyba czterdziesci lat temu bylem zatrudniony w Pracowni
Radiologicznej w Warszawie, kierowanej przez profesora Ludwika Wertensteina.
Gléwnym wyposazeniem pracowni byl wlasciwie dar Marii Sktodowskiej-Curie

w postaci 60 mg radu. Rad ten stanowit Zrédlo wszystkich aktywnosci, z ktérymi,
pracowano w laboratorium. Lata trzydzieste, kiedy pracowalem w laboratorium
byly okresem bardzo ciekawym. Wtedy wiasnie odkryto neutron, pozyton,

a Fryderyk Joliot-Curie odkry! promieniotwdrczo$¢ wzbudzong przez
naswietlanie rozmaitych materiatow czastkami o.. Pamigtam, ze kiedy$§ zwrécitem
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