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Nazwa "kongruencjonal" jest pomyslem
autora. Nie jest rzecza oczywista, te to
pojec:iew ogóle zasluzylo sobie na oddzielna
nazw~. W artykule jest to jednak wygodny
skrót zwrotu defmiujacego.

--
Rozwiazanie zadania M36:
Zauwazmy nsjpierw, ze na liscie jest najwyzej

jedno zdanie prawdziwe, gdyz koniunkcja
dwóch róznych zdan jest falszywa. Gdyby
wszystkie zdania byly falszywe, to zdanie
o numerze 1975 byloby prawdziwe wbrew
przypuszczeniu.
Na liscie musi wiec:byc co najmniej jedno
zdanie prawdziwe, a poniewaz nie mozebyc

ich wi~j niz jedno, wiec:dokladnie jedno
zdanie jest prawdziwe, pozostale 1974 sa
falszywe. Prawdziwe jest wiec:tylko zdanie
o numerze 1974.

Wszystkie zapisane tu liczby niech beda calkowite. Jezeli mamy trzy liczby:a, b, m,spelniajace
warunek: a-b jest podzielne przezm, to piszemy wówczasa == b (mod m).Ten ostatni zapis
czytamy: a przystaje dob wedlug modulu m. W ten sposób okreslona relacja nosi nazwe
relacji kongruencji. Przyklady: S == l (mod 4), bo S-l = 4 jest podzielne przez 4;
-l == S (mod 3), bo -l-S = -6jest podzielne przez 3. Oczywista jest rzecza, zem nie moze bycO.

Zapis kongruencji nie zostal wybrany przypadkowo (mam tu na mysli podobienstwo do zapisu
równosci liczb). Okazalo sie, ze kongruencje maja wiele cech wspólnych z równosciami. Np. kazda
liczba przystaje do siebie wedlug dowolnego modulu; jezeli jedna liczba przystaje do drugiej
wedlug jakiegos modulu, to ta druga przystaje do pierwszej wedlug tegoz modulu; i trzecia
wlasnosc - przechodniosci: jezeli jedna liczba przystaje do drugiej wedlug danego modulu, a druga
do trzeciej wedlug tegoz modulu, to i pierwsza przystaje do trzeciej wedlug tegoz modulu.
Ponadto kongruencje o tym samym module mozna mnozyc i dodawac stronami, np.
z kongruencji S == l (mod 4) i 6 == 2 (mod 4) tworzymy prawdziwe kongruencje 30== 2 (mod 4)
i 11 == 3 (mod 4). Kongruencje a == b (mod m) mozna stronami dzielic przez liczbe
p =f. O pod warunkiem, zea i b sa podzielne przezp oraz zem i p sa wzglednie pierwsze; np.
z 20 == 2 (mod 9) wynika 10== l (mod 9), bo dzielilismy tu przez 2, a 2 jest pierwsze wzgledem
9. Dana kongruencje mozemy takze pomnozyc przez kazda, rózna odO liczbe, mnozac i liczby
przystajace, i modul; np.S == l (mod 4) jest równowazne3S == 7 (mod 28). Widzimy, ze
kongruencje zblizone sa pod wzgledem wlasnosci do równosci.
W teorii liczb znane jest okreslenie "rozwiazywanie kongruencji". Tutaj pod terminem
"kongruencja" rozumiane jest wyrazenieF(x) == O (mod m), gdzie F(x) jest funkcja zmiennejx.

"Rozwiazac" znaczy podac zbiór liczb, które podstawione podx uczynia powyzszy zapis
zdaniem prawdziwym. My przez "kongruencje" rozumiemy relacje - odpowiednik równosci,
a tu mamy do czynienia z odpowiednikiem równania. Uniknijmy przeto powstalej dwuznacznosci
wprowadzajac pojecie "kongruencjonalu", które zastapi "kongruencje" w tym drugim
znaczeniu. Kongruencjonalem nazywamy kongruencje, w której wystepuja wyrazenia niewiadome.
Czytelnik zwróci uwage na analogie z definicja równania. Oto przyklady kongruencjonalów
z jedna niewiadoma: 2x+3 == O (mod 7), x'+x-2 == O (mod 3). Umówmy sie, ze funkcjaF(x)
jest wielomianem. Jezeli w kongruencjonale podstawimy jakas liczbeXo i w ten sposób powstanie
kongruencja prawdziwa, to mówimy, ze liczbaxo spelnia dany kongruencjonal. Np. wspomniany
kongruencjonal 2x+3 == O (mod 7) spelniaja liczby ... , -7, 2, 13, ... , Nietrudno zorientowac sie;
ze liczby spelniajace ten kongruencjonal przystaja do 2 wedlug modulu 7. Mówimy tu, ze
kongruencja Xl == 2 (mod 7) jest pierwiastkiem naszego kongruencjonalu. Kougruencjonal
xZ+x_2 == O (mod 3) spelniaja liczby ... , -l, 1,2,4, S, 7, Zbiór ten, jak latwo sprawdzic, •
da sie podzielic na takie dwie czesci, mianowicie na zbiory { , -l, 2,S, ... } oraz {... , 1,4,7, ... },
ze kazda liczba z pierwszego zbioru przystaje do -l wedlug modulu 3 i kazda liczba z drugiego
zbioru przystaje do l wedlug modulu 3. Mówimy tu, ze dany kongruencjonal posiada dwa
pierwiastki Xl == -l (mod 3) i x, == l (mod 3). Nalezy podkreslic, ze liczba spelniajaca
kongruencjonal, a jego pierwiastek - to dwa rózne pojecia. Rozwiazac kongruencjonal znaczy
podac wszystkie jego pierwiastki.

Poznane na poczatku twierdzenia, dotyczace kongruencji, wykorzystalem do udowodnienia
bardzo waznych twierdzen, które pozwola rozwiazywac kongruencjonaly. Twierdzenia te
orzekaja, ze: 1°, jezeli do kongruencjonalu dodamy stronami tozsamosc (tozsamoscia nazywamy
kongruencje prawdziwa dla kazdej liczby podstawionej w miejsce wystepujacej tam niewiadomej,
np. 2xm == O (mod m», to otrzymamy kongruencjonal równowazny danemu (tzn. bedzie posiadal
to samo rozwiazanie); ze, jezeli kongruencjonal dany pomnozymy stronami przez stala pierwsza
wzgledem modulu, to otrzymany kongruencjonal pozostanie równowazny danemu; 3°, jezeli
kongruencjonal dany pomnozymy przez dowolna rózna odO stala, mnozac i liczby przystajace,
i modul, to otrzymany kongruencjonal pozostanie równowazny danemu.
Podamy po jednym przykladzie na kazde twierdzenie. 1°. KongruencjonalSx+ l == O (mod 3)
jest równowazny kongruencjalowi 2x+ l== O (mod 3). Dodalismy tu stronami kongruencjonal
dany do tozsamosci-3x == O (mod 3). 2°. Dany wyzej kongruencjonal równowazny jest
nastepujacemu: 10x+2== O (mod 3), bowiem stronami pomnozylismy go przez 2, a 2 jest
pierwsze wzgledem 3.3°. Dany kongruencjonal jest równowaznylSx+3 == O (mod 9). Mozna
powiedziec, ze twierdzenia 1°_3° ustalaja przeksztalcenia równowazne, jakie wolno stosowac do
kongruencjonalów. Opierajac sie na tych twierdzeniach chcialbym zaproponowac sposób
rozwiazywania kongruencjonal6w. Zacznijmy od kongruencjonalów najprostszych, tj. liniowych
(ax+b == O (mod m), gdzie a =f. O). Postarajmy sie rozwiazac kongruencjonal 4x+l== O (mod 3).
.Nasze postepowanie kierujemy w strone jak najprostszego zapisania owego kongruencjonalu.
W tym celu zauwazmy, ze tozsamoscia jest-3x == O (mod 3). Wolno nam na podstawie
twierdzenia 1° dodac do danego kongruencjonalu tozsamosc. A wiec dodajmy. Otrzymamy
x+ 1 == O (mod 3), a wiecX == -1 (mod 3), Zatem pierwiastkiem (i rozwiazaniem) naszego
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Rys. l

Rys. 2

Gdy modul jest liczba zlozona, to prócz

"normalnych" pierwiastków pojawiaja sie
jeszcze dodatkowe liczby spelniajace ów
kongruencjonal.

Rys. 3

• ·2

• ,3

·.~
· ·s

Rys. 4

kongruencjonalu jestXl = -1 (mod 3). Czytelnik latwo to sprawdzi podstawiajac podXl
odpowiednie liczby i stwierdzajac, ze zadna inna liczba nie spelnia naszego kongruencjonalu.
Inny przyklad niech stanowi wspomniany wczesniej kongruencjonal2x+ 3 = O (mod 7).
Postepujemy w sposób nastepujacy: mnozymy nasz kongruencjonal stronami przez - 3.
Dostajemy -6x-9 = O (mod 7). Korzystajac z tego, ze7x = O (mod 7) jest tozsamoscia,
dodajemy ja stronami do ostatniego kongruencjonalu i w ten sposób mamyx-9 = O (mod 7),
czyli x = 9 (mod 7). Poniewaz 9= 2 (mod 7), a relacja kongruencji jest przechodnia, wiec
ostatecznym ("naj prostszym") zapisem pierwiastka jestX l = 2 (mod 7). Pokaze jeszcze, kiedy
nalezy stosowac twierdzenie 3°. Wezmy np. kongruencjonal IOx+2= O (mod 4). Dzielimy liczby
przystajace i modul przez 2. Otrzymujemy5x+ l = O (mod 2). Czytelnik latwo, w sposób
analogiczny do poprzednich przykladów, dojdzie do rozwiazaniaXl = l (mod 2), a wiec do faktu,
ze kazda liczba nieparzysta spelnia ów kongruencjonal. Jak widac, kongruencjonaly liniowe,
posiadajace rozwiazanie, maja dokladnie jeden pierwiastek. Widoczna jest tu analogia do równan.
Sa tez róznice: nie wszystkie kongruencjonaly liniowe posiadaja rozwiazania, np. kongruencjonal
2x+1 = O (mod 4) rozwiazania nie posiada; tak samo 12x+5= O (mod 6). Ogólnie,
kongruencjonaly liniowe nie posiadaja rozwiazania, gdy wspólczynnik przy niewiadomej i modul
maja wspólny podzielnik wiekszy od l, natomiast wyraz wolny juz nie dzieli sie przez owa liczbe.
Przejdziemy teraz do omawiania niektórych kongruencjonalów stopnia wyzszego niz 1. Mozna
dowiesc, ze gdy modul jest liczba pierwsza, to aby rozwiazac taki kongruencjonal, potrzeba
i wystarcza rozlozyc wystepujacy wielomianF(x) na czynniki i rozwiazac kongruencjonaly,
których lewymi stronami sa kolejne czynniki, prawaO, a modulem - modul wyjsciowego
kongruencjonalu. Otrzymane pierwiastki sa pierwiastkami danego kongruencjonalu. Podamy
przyklady.
Kongruencjonal kwadratowyx2+x-2 = O (mod 5) ma pierwiastki Xl = 1 (mod 5)
i X2 = -2 (mod 5), bowiemx2+x-2 = (x-I)(x+2), a kongruencjonaly x-l = O (mod 5)
i x+2 = O (mod 5) daja wymienione pierwiastki. Wezmy teraz kongruencjonal
6x2+5x+ l =0 (mod 11). Rozkladamy trójmian na czynniki i otrzymujemy

6(x+ ~)( x+ ~ ) =0 (mod 11).
Pozbywamy sie ulamków w czynnikach przedstawiajac 6 w postaci iloczynu 2·3, a wiec
(2x+ 1)(3x+ l) = O (mod 11). Pozostaly teraz do rozwiazania kongruencjonaly liniowe
2x+ 1 = O (mod 11) i3x+ 1= O (mod 11). Czytelnik sprawdzi, ze,ich pierwiastkami sa odpowiednio
Xl = 6 (mod 11) iX2= -4 (mod 11). Kongruencje te stanowia rozwiazanie kongruencjonalu
wyjsciowego.
Rozwiazmy jeszcze kongruencjonal trzeciego stopniax3 -l = O (mod 3). Rozkladamy wyrazenie
~tojace po lewej stronie znaku przystawania na nastepujace czynniki:(x_I)(x2 +x+ l).
Rozwiazujemy kongruencjonal liniowy x-l = O (mod 3) i otrzymujemy Xl = 1 (mod 3).
Rozwiazmy jeszcze kongruencjonal kwadratowyx2 +X + l = O (mod 3). Wystepujacy tu
wielomian sam nie rozlozy sie na czynniki, ale kongruencjonal jest równowazny
x2 +x - 2 = O (mod 3), bo 2= -l (mod 3). Kongruencjonal ten ma pierwiastkiX2 = l (mod 3)
i X3 = -2 (mod 3). Ale X2 = X3 = l (mod 3), równiez Xl = X2 = X3 = l (mod 3). Otrzymalismy
zatem potrójny pierwiastek kongruencjonalu. Plynie stad prawdziwy dla wszystkich dajacych sie
rozwiazac kongruencjonalów o module pierwszym wniosek: liczba pierwiastków jest taka, jaki
jest stopien tego kongruencjonalu.
Wiadomo, ze równania mozna zilustrowac graficznie w ukladzie wspólrzednych. Nasunelo mi
to pomysl zilustrowania w sposób analogiczny kongruencjonalów. W tym celu obieramy uklad
wspólrzednych na plaszczyznie kratowej, tzn. zbudowanej z punktów o wspólrzednych
calkowitych. Nietrudno pokazac, ze wykresem wyrazeniay == F(x) (mod m) jest rodzina "linii"
równoleglych do "linii" y = F(x) i przecinajacych os rzednych w punktach odleglych kolejno
o m. Np. wykresem wyrazenia liniowegoy == 2x+ l (mod 3) jest rodzina "prostych" (rys. l). Za
pomoca ilustracji graficznej kongruencjonaly mozna rozwiazywac podobnie jak równania. W tym
celu wykonujemy wykres wyrazeniay = F(x) (mod m), a nastepnie kladziemyy = O, tj.
rozpatrujemy punkty osi odcietych. Jesli "linie"y == F(x) (mod m) przecinaja w punktach
kraty Xl, X2, X3, ••• os odcietych, to odciete tych punktów spelniaja kongruencjonal
F(x) =0 (mod m). Jest to pierwsza metoda, która zilustrujemy na przykladach. Wezmy cytowany
wczesniej kongruencjonal2x+ l == O (mod 3). Wykonujemy wykres wyrazeniay == 2x+ l (mod 3),
a nastepnie zaznaczamy punkty przeciecia z osia odcietych "prostych" wykresu. Jak widac na
rys. l, nasz kongruencjonal spelniaja liczby: ... ,-2, 1,4, ... , a wiec pierwiastek ma postac
Xl =-1 (mod 3). Kongruencjonal kwadratowyx2_1 = O (mod 2) rozwiazemy graficznie na rys. 2.
Widac stad, ze kongruencjonal ten spelniaja liczby ... , - 3,-l, 1, 3, ... , a wiec pierwiastki
stanowia kongruencje:Xl = l (mod 2) i X2 = -l (mod 2). Zauwazmy, ze -l == l (mod 2),
a wiec Xl = X2 = l (mod 2). Metoda druga - przypominajaca rozwiazywanie ukladów równan-
polega na tym, ze wielomian w kongruencjonale danym rozkladamy na sume dwóch wielomianów
A(x) i B(x) i kladziemy y zamiast jednego z wielomianów sumy (np.A(x». Wykonujemy
nastepnie wykres wyrazeniay = -B(x) (mod m) i wykres funkcji y = A(x) (mod m). Jezeli
punktami przeciecia otrzymanych "linii" sa punkty kraty, to ich odciete spelniaja dany kongruen-
cjonal. Rozwiazemy ta metoda wczesniej cytowane kongruencjonaly. Mamy2x+ l == O (mod 3).
Kladziemy y = 2x, stad y == -l (mod 3). Wykonujemy wykresy (rys. 3) i dochodzimy do tego
samego wniosku, co metoda pierwsza graficzna, jak i algebraiczna. Metoda druga znajduje
zastosowanie glównie przy rozwiazywaniu kongruencjonalów nieliniowych o module pierwszym.
Wezmy x2_1 == O (mod 2). Kladziemy y = x2, a wiecy = l (mod~) (rys. 4). Mamy stad
identyczny wynik jak w pierwszej metodzie.
Celem rozwazan powyzszych bylo wskazanie analogii i róznic pomiedzy kongruencjonalami
a równaniami o wspólczynnikach calkowitych. Mozna sie bylo zorientowac, ze zapisyF(x) = O

i F(x) = O (mod m) maja wiele cech wspólnych. Az dziw, ze tak na pozór rózne relacje, jak
relacja równosci i kongruencji, a co za tym idzie, i podzielnosci, okazaly sie tak podobne.
Rozszerzajac to stwierdzenie nalezy zauwazyc, ze mozna relacje kongruencji traktowac jako
uogólnienie relacji równosci okreslonej w zbiorze liczb calkowitych.
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