Od szczegdlnego przypadku do uogdlnienia cz. (1I)
Wariacje na temat ,,Problem A —zamki i1 klucze”

Prof. dr Zofia KRYGOWSKA

Punktem wyjécia do naszych rozwazan bedzie jedno z zadan ostatniego etapu
Olimpiady Matematycznej z roku 1971. Nazwiemy je ,,Problemem A — zamki

i klucze”. Oto jego tresé.

Nalezy zabezpieczy¢ przez zainstalowanie zamkow urzadzenie sygnalizacyjne oraz
rozda¢ klucze do tych zamkdw jedenastu wybranym osobom tak, aby kazdy co
najmniej szeScioosobowy zespot tych oséb miat klucze do wszystkich zamkéw oraz
aby kazdemu mniej licznemu zespotowi brakowato klucza do przynajmniej
jednego z tych zamkéw. Jaka najmniejsza liczbg zamkSw trzeba zainstalowaé

oraz jak rozda¢ do nich klucze? Dla uproszczenia bedziemy te zespoly,
rozporzadzajace wszystkimi kluczami (a wigc zespoly co najmniej szeécioosobowe),
nazywa¢ dalej zespolami uprawnionymi, zespoly za$§ mniej liczne, nie majace
dostgpu do wszystkich zamkéw — nieuprawnionymi. Kazdy zesp6t
sze$cioosobowy — to minimalny zespét uprawniony, kazdy zespSt pieciosobowy —
to maksymalny zespdt nieuprawniony.

Poszukajmy rozwigzania problemu A. Przypuszczamy, ze rozwiazanie to istnieje.
Niechaj § bgdzie minimalnym zespotem uprawnionym. Wtedy zespéSt S,
dopelniajacy S do peinej jedenastki, nie jest zespolem uprawnionym, bo
pigcioosobowym, a wigc musi istnie¢ zamek, do ktérego klucza nie posiada zadna
z 0s6b tego zespotu. Natomiast kazda z oséb nalezacych do zespotu S ma klucz
do tego zamka, gdyby bowiem cho¢ jedna z nich takiego klucza nie miata, to
dolaczajac ja do zespotu S, otrzymaliby$my zespdt szescioosobowy, nie majacy
dostegpu do tego zamka wbrew warunkom zadania. Stwierdzamy: jezeli zadanie A
ma rozwiazanie, to dla kazdego maksymalnego zespolu uprawnionego istnieje
zamek, do ktérego klucz otrzyma kazda z oséb tego zespotu i do ktérego nie
otrzyma klucza Zadna inna osoba. Wobec tego, jeZeli z jest zamkiem przydzielonym
W ten sposob zespolowi szescioosobowemu S, za$ S” jest zespotem
szeScioosobowym réznym od S, to w zespole S” musi si¢ znalezé osoba nie majaca
klucza do zamka z. Zespotowi S’ trzeba wigc przydzieli¢ w opisany sposéb zamek
z' rézny od zamka z. Musimy zatem mie¢ co najmniej tyle zamkdw, ile jest

11
zespoldw sze$cioosobowych, a wigc ( 6 ), czyli 462. Sa to konieczne warunki

istnienia rozwiazania; czy wystarczy je zrealizowad, aby otrzymaé rozwiazanie
spelniajgce warunki zadania?

Numerujemy zespoly szescioosobowe (minimalne zespoly uprawnione) i tworzymy
nastgpujace ciagi: a) ciag Sy, Sy, ..., S462 zespoléw szescioosobowych, b) ciag
Sy, Sz, ..., Sssz Zespoléw dopelniajacych odpowiednie zespoly szescioosobowe
do pelnej jedenastki (a wigc ciag maksymalnych zespoléw nieuprawnionych),

¢) ciag zamkow z,, 2, ..., Zs6, . Osobom zespotu S, i tylko tym osobom, dajemy
klucze do zamka z;. Wtedy oczywiScie zespot S; nie bedzie rozporzadzat kluczem
do zamka z;. Natomiast kazdy zespét S; (j # 7) bedzie juz mial klucz do tego
zamka, do zespotu bowiem §; nalezy przynajmniej jedna osoba zespotu S; (kazdy
z tych zespoldw liczy 6 oséb, a wszystkich osob jest 11). Udowodnilismy wiec, Ze
przydzielajac klucze do zamkow w opisany sposéb, zrealizujemy warunki zadania:
kazdy zesp6t szeScioosobowy, a wigc tez kazdy zespdt uprawniony, rozporzadzaé
bedzie kluczami do wszystkich zamkow; zaden z zespoléw pigcioosobowych,

a wiec tez zaden z zespoléw nieuprawnionych, nie bedzie rozporzadzat
wszystkimi takimi kluczami. Zauwazmy przy tym, Ze jest to rozwigzanie jedyne
przy minimalnej liczbie zainstalowanych zamkéw.

Rozwigzali§my nasze zadanie i teraz ,,spogladamy wstecz’” na przebyta droge.
Czy liczby 11, 5, 6 byly istotne dla rozumowania? Spostrzegamy od razu, ze
mozemy przenie$¢ rozwigzanie do ogdlniejszego przypadku bez zmian, przyjmujac.
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ze pelny zespét liczy 2n+ 1 oséb, maksymalne zespoly nieuprawnione po n 0séb,

minimalne zespoly uprawnione po n+ 1 0so6b.

Zauwazmy takze, ze warunki:

a) minimalny zesp6t uprawniony liczy o jedna osobe wigcej niz maksymalny
zesp6t nieuprawniony,

oraz

b) zesp6t jest uprawniony wtedy i tylko wtedy, gdy uzupehiajacy go zespét jest
nieuprawniony

nie moglyby by¢ zrealizowane, gdyby pelny zespodt liczyl parzysta liczbe oséb.

A z tych zalozen korzystaliSmy w sposob istotny w naszym rozumowaniu.

Te warunki wydaja si¢ nam bardzo ciasne i bardzo ograniczajace wybdr zespoléw

uprawnionych. Nie mozna na przyklad przy ich zachowaniu uwzglednié réznic

w kompetencjach o0séb uczestniczacych w pelnym zespole.

Sprébujmy skonstruowac problem B, w ktérym wiasnie kompetencje odgrywatyby

istotna rolge w wyborze zespoléw uprawnionych. Proponujemy zespot szesciu

os6b: a, b, ¢, d, e, f. Osoby a, b — to specjalisci w jednej dziedzinie; ¢, d —

w innej; e, f— w jeszcze innej. Uznamy, Ze zespol jest uprawniony wtedy i tylko

wtedy, gdy nalezy don cho¢ jedna osoba z kazdej z tych specjalnoéci. Jak

rozwigzemy w tym przypadku ,,problem zamkow i kluczy™?

Rozwigzanie przedstawia tabelka. Rozumujemy w sposéb nastepujacy:

Zespot oséb a, b, ¢, d jest jednym z maksymalnych zespoléw nieuprawnionych,

musi wigc istnie¢ zamek, do ktdrego kluczy nie otrzyma zadna z tych oséb, ale do

ktdrego otrzyma klucze kazda z pozostatych oséb, poniewaz kazda tréjka

specjalistéw z réznych dziedzin jest juz zespotem uprawnionym. Kontynuujemy

to rozumowanie az do wyczerpania wszystkich maksymalnych zespoléw

nieuprawnionych. MoglibySmy oczywiscie postgpowaé mniej ,,0szczednie™ i zamiast

rozwaza¢ tylko maksymalne zespoly nieuprawnione uwzglednié w tabeli kolejno

wszystkie zespoly nieuprawnione (bytoby to jednak marnowaniem zamkéw

i kluczy).

Zauwazmy, Ze rozwigzania otrzymanego w przypadku problemu A nie mogliby§my

zastosowaé do problemu B. Zespdt {a, c, e} jest uprawniony, ale nie ma zamka,

do ktérego klucze otrzymalyby wszystkie te, i tylko te, osoby. Natomiast, na

odwrét, rozwigzanie zadania B mozemy przystosowaé¢ do warunkow zadania A.

W tym bowiem przypadku przyporzadkowujac kazdemu maksymalnemu zespolowi

nieuprawnionemu zamek, do ktdrego klucza nie otrzymuje zadna z oséb tego

zespolu — do ktdrego natomiast otrzymuje klucz kazda pozostata osoba —

przyporzadkowujemy tym samym kazdemu minimalnemu zespolowi uprawnionemu

zamek, do ktérego klucz otrzymuje kazda osoba tego zespolu i nie otrzymuje

klucza zadna z pozostatych oséb. Wynika to stad, ze w przypadku A zespot jest

uprawniony wtedy, i tylko wtedy, gdy jego dopelnienie do calej jedenastki jest

zespolem nieuprawnionym. Ten warunek bardzo szczegdlny nie jest spelniony

w przypadku B. Rozwiazanie zadania B ma wigec charakter ogdlniejszy. Nasuwa

nam to pomyst nowego wariantu ,,problemu zamkéw i kluczy”, a mianowicie

wariantu C, w ktérym pozostawimy zupeing swobode w wyborze zespoléw

uprawnionych z jednym naturalnym warunkiem, ze kazdy zespot, ktérego czes¢

jest zespolem uprawnionym, jest teZz zespolem uprawnionym. W jezyku

matematyki rodzing podzbioréw pewnego zbioru o takiej wlasnosci,

ze kazdy podzbidr tego zbioru, zawierajacy jaki$ zbidr nalezacy do tej

rodziny, sam tez do tej rodziny nalezy — nazywamy idealem podzbioréw peinego

zbioru.

Zadamy wiec tylko, aby rodzina wyréznionych zespotéw uprawnionych byla

idealem podzbioréw pelnego zbioru. Tak bedzie zawsze w praktyce naszego

,problemu zamkow i kluczy”, niezaleznie od kryteriéw, ktérymi kierowaliSmy sig,

wybierajac zespoly uprawnione. Zakladamy, ze ten warunek jest spelniony oraz

Ze istnieja zaréwno zespoly uprawnione, jak i nieuprawnione w pelnym zespole.

Instalujemy tyle zamkodw, ile jest zespoléw nieuprawnionych. Kazdemu zespolowi

nieuprawnionemu przyporzadkowujemy dokladnie jeden zamek i dajemy klucze do

tego zamka wszystkim osobom nie nalezacym do tego zespoluy, i tylko tym

osobom. Réznym zespotom nieuprawnionym przyporzadkowujemy w ten sposdb

rézne klucze. Oczywiscie wtedy zaden z zespoléw nieuprawnionych nie bedzie

miat kluczy do wszystkich zamkow. Jezeli za$§ S jest dowolnym zespolem
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uprawnionym, z dowolnym zamkiem, za$ S’ zespolem nieuprawnionym, ktéremu
przyporzadkowano zamek z, to S nie jest czgscia S’, bo S jako zesp6t uprawniony
nie moze si¢ zawiera¢ w zadnym zespole nieuprawnionym (tu korzystamy z tego
warunku, ze rodzina zespoléw uprawnionych jest ideatem podzbioréw petnego
zbioru). Do zespotu S nalezy wigc przynajmniej jedna osoba nie nalezaca do §’,

a wiec majaca klucz do zamka z. Zesp6t S rozporzadza kluczami do wszystkich
zamkow.

Uwolnili§my wigc nasz ,,problem zamkéw i kluczy™ od wszystkich warunkéw
ograniczajacych wybdr zespoléw uprawnionych (warunek, ze zespot zawierajacy
zesp6l uprawniony jest zespolem uprawnionym, jest praktycznie zawsze speiniony,
gdy dostep do urzadzenia zalezy od posiadania kluczy do wszystkich zamkoéw
zabezpieczajacych to urzadzenie). Jakkolwiek te zespoly wyznaczymy, zawsze bgdzie
mozna tak zainstalowaé zamki i tak rozda¢ klucze, ze zespoly uprawnione, i tylko
te zespoly, beda mialy mozliwo$¢ nadania sygnatu.

Spogladajac wstecz na przebyta droge dostrzegamy, jak ,,przediuzanie” pierwszego
problemu, rozwazanie jego wariantéw, pozwolito nam odkry¢ to, co jest istotne
dla rozwiazania — pewna strukture matematyczna, ktérg wprowadzamy do zbioru
wszystkich moZliwych zespoléw, wybierajac z nich zespoly uprawnione wediug
dowolnie ustalonych zasad. Dane numeryczne w pierwszym zadaniu skierowaly
nas nie na najbardziej ogdlna drogg. To, co si¢ nam wydawalo poczatkowo wazne,
i z czego korzystaliémy wyraznie w rozumowaniu, okazato si¢ nieistotne dzigki
temu, Ze postepowali$my tak, jak to zaleca G. Polya: ,,Zaden problem nie jest
nigdy wyczerpany catkowicie. Zawsze co$ pozostaje jeszcze do zrobienia; badajac
problem dostatecznie wnikliwie, moZemy ulepszy¢ kazde rozwiazanie, a w kazdym
razie zawsze udoskonalié nasze rozumienie rozwigzania®.

Czy nasze problemy A, B i C sg jednak rzeczywiscie problemami matematycznymi?
Moglibyémy je od razu sformutowaé w jezyku teorii mnogosci i wtedy ich
matematyczny charakter bylby od razu widoczny. Czytelnikowi obeznanemu

z jezykiem mnogoéciowym proponujemy powigzanie z naszymi rozwazaniami
nastepujacego zadania D: Dany jest zbidér K i niepusta rodzina U jego

niepustych podzbioréw, bedaca idealem podzbioréw zbioru K. Z jest zbiorem
réwnolicznym z rodzing pozostatych podzbioréw zbioru K. Zdefiniowa¢ takie
odwzorowanie f zbioru K w zbiér P(Z), aby dla kazdego podzbioru X zbioru K
spelmiony byt warunek:

XeU ¢[agf(a) =Z|.

Rozwiazanie tego ogdlnego zadania bedzie polega¢ tylko na odpowiednim zapisie
rozwiazania zadania C.

Zauwazmy, Ze rozwiazujac zadanie C przydzielaliémy zamki i klucze
nieoszczednie. Przyporzadkowywaliémy zamki wszystkim zespotom nieuprawnionym,
nie tylko maksymalnym, cho¢ moglismy wybra¢ to oszczedniejsze
przyporzadkowanie. Ale zrezygnowaliSmy z tego celowo, aby uzyskaé rozwigzanie
ogdlniejszego problemu D, w ktérym nie bedziemy juz zaklada¢, ze rozwazane
zbiory sa skoficzone. Gdy tego nie zakladamy, nie mamy pewnosci, Ze istnieja
minimalne zespoty w rodzinie U i maksymalne zespoly w rodzinie pozostatych
podzbioréw zbioru petnego K. Na przyklad, jezeli K jest zbiorem wszystkich liczb
rzeczywistych, U rodzina jego podzbioréw, z ktérych kazdy zawiera w sobie jakis
przedzial otwarty, to w rodzinie U nie ma minimalnych zbioréw (to znaczy
takich, ze wylaczajac jeden element otrzymujemy juz zbiér nie nalezacy do U i ze
kazdy zbiér tej rodziny jest nadzbiorem pewnego zbioru minimalnego), nie ma tez
maksymalnych zbioréw w rodzinie zbioréw nie nalezacych do U.

Ale problem abstrakcyjnego juz przydziatu zamkéw i kluczy i tu ma zaréwno
matematyczny sens, jak i rozwigzanie, ktére bez klopotu przeniesiemy z bardziej
praktycznie ujgtego zadania C.



