O potrzebie aksjomatycznego ujmowania teorii matematycznych
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Zalézmy, ze nigdy nic nie styszeliémy o teorii mnogosci, czyli o teorii zbioréw,
i zalézmy réwniez, ze nigdy nic a nic nie styszeliémy o jakichkolwiek
aksjomatach. Startujac z tej pozycji — rzec moZna zerowej — postanawiamy sami
stworzyc te teorie.
Wobec tak przyjetych zalozen narzuca si¢ nam tylko jedna droga, ktéra mozemy
ruszyé. Jest to droga naturalna, czyli wskazywana przez intuicje. Ruszymy ta
droga, a niebawem zobaczymy, jak z tej drogi trzeba czym predzej zawrdécié, bo
prowadzi ona w przepa$¢, nieco §cislej: w sprzecznosé. I wtedy to zobaczymy
wyraznie potrzebg aksjomatycznego ujmowania teorii matematycznych.
A wigc zaczynamy.
Rozumujemy tak: Nad pojeciem zbioru nie ma co si¢ zatrzymywacé. Jest ono nie
tylko dla nas, ale nawet i dla dzieci catkowicie zrozumiatle, nie budzi zadnych
watpliwoéci. Przeciez niejednokrotnie rozwazali§my w zyciu codziennym zbiér
ksiazek, zbidr ludzi, zbidr liczb naturalnych, zbidr liczb parzystych, zbiér
prostych itp. I wszystko bylo dla nas jasne. Nie ma réwnieZz potrzeby zatrzymywac
si¢ nad pojeciem przynaleZnosci elementu, tj. przedmiotu do zbioru, bo to pojecie
rozumiemy juz od dziecka.
A zatem podsumowujac stwierdzamy, ze takie dwa powiedzenia, jak
X jest zbiorem,
x jest elementem zbioru X
sg dla nas catkowicie zrozumiate, nie budza Zadnych watpliwosci i dlatego nad
nimi nie bedziemy sig¢ zatrzymywaé. Czas wigce przystapi¢ do wnioskowania, do
formutowania jakich$ tez, do budowania teorii. Zanim jednak przejdziemy do
wnioskowania, wprowadzimy dla prostszego sposobu porozumiewania si¢ pewne
umowy.
Tak wigc wyrazenie
x jest elementem zbioru X
bedziemy zapisywac symbolicznie :
xelX,
za$ wyrazenie
x nie jest elementem zbioru X
zapiszemy za pomoca symbolu:
x¢X.
Jesli elementami zbioru X beda elementy x,, X, ..., Zapiszemy to za pomoca
rysunku:
Xo= Loy, Xgy s}

A teraz przejdziemy do wnioskowania. Zaczniemy od nastepujacych rozwazan.

Niech X, bedzie zbiorem stolic. Niech X; bedzie zbiorem planet.
Mozemy zatem napisaé: Mozemy zatem napisac:
X, = zbiér stolic = {Paryz, Londyn,....}. X; = zbior planet = {Wenus, Jowisz, ...}.
Tu nie moze wystapié X,, bo gdyby przypuscié, ze Tu nie moie wystapi¢ X;, bo gdyby przypuscic,
wystepuje, to otrzymaliby$my, Ze X, czyli zbiér ze wystepuje, to otrzymaliby$my, ze X, , czyli zbidr
stolic, jest stolicg, A z tym sig nie zgadzamy. planet, jest planeta, A z tym si¢ nie zgadzamy.
Zatem prawdziwe jest zdanie Zatem prawdziwe jest zdanie

Xo ¢ Xo. X, ¢X;.

Rozwaizmy teraz funkcje zdaniowa jednej zmiennej X:

X¢X.
Funkgcja ta jest spelniona przez Xy, czyli zbiér stolic, oraz przez X, czyli zbior planet.
Nietrudno zauwazy¢, ze elementow speniajacych te funkcje zdaniowa jest o wiele wigcej.
Intuicja méwi nam, ze mozna pomyslec o zbiorze wszystkich elementow speiniajacych owa
funkcje zdaniowa. Innymi stowy, intuicja méwi nam, ze istnieje zbidr wszystkich elementow
spetniajacych te funkcje zdaniowa.
Niech Z bedzie tym zbiorem.
Wtedy mamy: W worku -Z znajduija sie wszystkie elementy spetniajace funkcj¢ zdaniowa X ¢ X.
Fakt ten daje sie opisaé formalnie jak nastepuje: Dla kazdego Xz

(1 Ay €EZea Xy 22

A teraz na dwoje babka wrozyla: albo Z znajduje sie w worku, albo nie.

Przypusémy, ze Z znajduje si¢ w worku. Wtedy prawda jest, ze Z € Z. Skoro za$ prawda jest,
e Z € Z, to na podstawie (1), podstawiajac Z zamiast X, i czytajac (1) z lewej do prawej,
otrzymujemy, ze prawda tez jest, iz Z ¢ Z; a wigc otrzymujemy sprzeczno$¢.
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Rozwigzanie zadania M35:

Zauwaimy najpierw, ze pole § czworokgta
wypuklego o przekgtnych diugodci d, i d;
i kgcie migdzy przekgtnymi a jest réwne

1
-z—-dld, sina. Mamy bowiem (zob. rysunek):

S= —;- xt sina4 —;— ty sin(180° — a) +

|
+% yzsina+ 3 zx sin (180°—a) =

1 : 1
= xt sina+ —

2 2

ty sina-+

1 - 1 k
+ — yrEni+ _—Ixsina =
C 2

LY (x+y) (z+ 1) sina - dyd; sina
= ) (z = —— ) d; s .
2 ,‘} 2 143

(Korzystalifmy z tego, e pole trdjkata jest
rdwne polowie iloczynu dwich bokéw przez
sinus kgta migdzy nimi zawartego).

Tezq zadanin jest wige nierbwnodd

1
e —:-- (dy3+dy?),
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czyli
0= d,2=2d,d;sina+d;2,

Mamyd?=2d,d; sina+d,* =
= (dy+ds)?+2d,dy(1—sina) = 0
gdy2(di—~d;)?> 0 i
dy>0, dy>0.
Zpoyyhmo rozumowania wynika réwniez,
kiedy pole czworokata wypukiego rdwne jest

1—sina = 0,

-:—-:nmy kwadratéw dlugodci przekgtnych. Jest

tak mianowicie tylko wiedy, gdy d, = d;
isina = 1, tzn. gdy przekatne sg prostopadie
i réwnej dlugodci.

Zatem przypuszczenie, ze Z znajduje sic w worku, nalezy odrzucié, gdyz prowadzi do
sprzecznosci.

Skoro Z nie znajduje si¢ w worku wnosimy automatycznie, ze Z znajduje si¢ poza workiem,

i nie ma potrzeby sprawdzania tego. Zabawmy si¢ jednak w upartych kontrolerow i sprawdZmy
po swojemu, czy rzeczywiscie Z znajduje si¢ poza workiem.

Przypusémy wiec, ze Z znajduje sig¢ poza workiem. Wtedy prawda jest, ze Z ¢ Z. Skoro za$
prawda jest, ze Z ¢ Z, to na podstawie (1), podstawiajac Z zamiast X, i czytajac (1) z prawej
do lewej, otrzymujemy, ze prawda tez jest, iz Z € Z; a wigc otrzymujemy sprzecznosc.

Zatem prz}rl?uszczenie, ze Z znajduje si¢ poza workiem, nalezy odrzucié, bo prowadzi do
sprzecznosci.

Ostatecznie wykazali§my, ze Z nie moze by¢ ani w worku, ani poza nim! Zatem kontrola, ktéra
wydawala si¢ zbyteczna, byla potrzebna, dala zadziwiajacy rezultat,

A jak wytlumaczy¢ stwierdzony fakt, ze Z nie ma ani w worku, ani poza nim, Ze Zle babka
wrozyla, wrozac na dwoje?

Po prostu tym, Ze Z nie istnieje.

A zatem, jesli wezmiemy funkcje zdaniowa X ¢ X, to istnieja elementy spelniajace t¢ funkcje
zdaniowa, np. X, = zbidr stolic, X, = zbior planet, ale nie istnieje zbior wszystkich elementow
spelniajacych te funkcje zdaniowa. (Niesamowite!).

Okazuje si¢ wiec, ze wbrew temu, co sadziliémy na poczatku, zachodzi potrzeba
zatrzymania si¢ nad pojeciem zbioru i pojeciem przynaleznosci elementéw do
zbioru, e nie moZemy sobie pozwoli¢ na tworzenie zbioréw z elementéw jakich
nam si¢ tylko podoba, np. nie mozemy sobie pozwoli¢ na utworzenie zbioru

z elementéw spelniajgcych funkcje zdaniowa X ¢ X.

Whniosek ten jest ciosem wymierzonym w intuicyjne pojmowanie zbioru. Wobec
takiej sytuacji trzeba powiedzieé, co to jest zbior, czyli trzeba podac¢ definicj¢
zbioru, i to taka, azeby si¢ uchroni¢ od udowodnionej wyzej sprzecznosei i od
sprzecznosci w ogole.

Tymczasem nie mozemy znaleZ¢ takiego zespotu stéw, ktérym by mozna wyrazi¢
wprost to, co chcemy uzna¢ za zbiér. Skoro nie mozemy powiedzie¢ wprost, co
to jest zbidr, wigc z koniecznosci zazadajmy przynajmniej stwierdzenia, jakie
wiasnosci powinien spetnia¢ twor, ktéry chcemy uznaé za zbiér. Wiasnosci

te wypowiadamy w pewnych zdaniach. Zatem przez zbiér nalezy rozumie¢ od tej
chwili jakikolwiek twor, kidry speilnia warunki sformutowane w tych zdaniach.
Wobec tego zdania te mozna uzna¢ za definicj¢ zbioru, ale nie za definicj¢
zwyczajna, bezposrednia, lecz za definicje uwikfang, zamaskowang, niejawna.
Poniewaz w zdaniach tych wypowiadamy lacznie wlasnosci zbioru i wlasnosci
pojecia przynaleznosci elementu do zbioru, przeto zdania te s3 zarazem definicja
uwiklang pojecia zbioru i pojecia przynaleznosci elementu do zbioru. Od tej pory
pojeciami tymi wolno postugiwaé si¢ jedynie w ten sposéb, na jaki pozwalaja

te zdania.

Zdania te nazywamy ,,aksjomatami teorii mnogosci’’. Méwimy, Ze zbidr i pojecie
przynaleznosci elementu do zbioru definiujemy ,,aksjomatycznie”.

Z przytoczonych do tej pory rozwazan wida¢ wyraZnie, Ze zachodzi potrzeba
aksjomatycznego ujmowania teorii matematycznych. Aksjomaty stanowia
fundament kazdej teorii. Osobliwo$¢ ich polega na tym, ze kryja w sobie
nieskorniczenie wiele twierdzen, ktdre przez zastosowanie odpowiednich §rodkéw
wnioskowania daja sie z tych aksjomatéw wyprowadzié.

Teori¢ mnogosci po raz pierwszy zbudowal matematyk niemiecki J. Cantor.
Zbudowat on teori¢ mnogosci nie w sposéb aksjomatyczny, lecz intuicyjny.
Woéwezas angielski logik B. Russell podal przyktad, w ktérym zastosowane
intuicyjne rozumienie zbioru, wydajace si¢ niewatpliwie pewne, prowadzi do
sprzecznosci. Wiasnie te sprzeczno$¢, zwang ,,antynomia Russella™,
przedstawiliSmy wyzej.

Pierwszym, ktéry podal aksjomaty teorii mnogosci, byl niemiecki matematyk

E. Zermelo.

Czytelnik pragnacy zapoznac si¢ z tymi aksjomatami znajdzie je np. w Zarysie
logiki matematycznej A. Grzegorczyka (1973).

Sylwestrowy mini-konkurs!

Czterej koledzy — Edward, Franciszek, Jerzy i Hubert — poszli razem z Zonami do
klubu na bal noworoczny. Z poczatku kazdy taficzyt ze swoja Zong, ale wkrotce
pary si¢ przemieszaly. Basia taficzyla z Edwardem, Alicja z m¢zem Karoliny,
Dorota z me¢zem Alicji, Franciszek z Zona Jerzego i Jerzy z zona Edwarda.

Prosze rozsuptaé te mieszaning par, podajac imiona wspétmatzonkéw oraz kto

z kim tanczyt?



