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W swej ksiazce poswieconej rozwiazywaniu elementarnych zadan matematycznych-
G. Polya zaleca "rzut oka wstecz", na droge, na której uzyskalismy rozwiazanie
zadania. Pisze on: "Nawet najlepsi uczniowie po otrzymaniu rozwiazania
zadania i starannym zapisaniu toku rozumowania zamykaja zeszyt i biora sie do
czego innego. Postepujac tak, opuszczaja wazna i pouczajaca faze pracy.
Spogladajac wstecz na otrzymane rozwiazanie, ponownie analizujac wynik
i prowadzaca don droge, mogliby utwierdzic swa wiedze i rozwinac swoje
zdolnosci do rozwiazywania zadan [. .,] zaden problem nie jest nigdy wyczerpany
calkowicie. Zawsze cos zostaje jeszcze do zrobienia; badajac problem dostatecznie
wnikliwie, mozemy ulepszyc kazde rozwiazanie, a w kazdym razie zawsze
udoskonalic nasze rozumowanie rozwiazania".
"Rzut oka wstecz" moze nie tylko ulatwic nam lepsze rozumienie otrzymanego
rozwiazania, ale takze czesto pozwala dojrzec w zastosowanym - w szczególnym
przypadku - postepowaniu pewnej ogólniejszej metody oznaczeniu szerszym. Moze
nam ukazac to, co sprzyjalo uzyskaniu rozwiazania i co je hamowalo. Moze
zwrócic uwage na bledy metodyczne, których nalezaloby unikac. "Rzut oka wstecz"
to wazna faza pracy na kazdym poziomie uczenia sie matematyki oraz
rozwiazywania problemów matematycznych - i tych elementarnych, dostepnych
dla ucznia szkoly podstawowej, i tych "wielkich", stanowiacych temat pracy
twórczej matematyków. Jeden z najwybitniejszych matematyków francuskich
pierwszej polowy naszego wieku, Henri Lebesgue (1875-1941), powiedzial w toku
dyskusji na kongresie w r. 1937: "To, czego dokonalem w matematyce, bylo
naturalnym i czasem natychmiastowym rezultatem rozwazania przyczyn tego
czy innego sukcesu, tej czy innej porazki, badania powodów mocy lub niemocy
tej czy innej idei, i wyobrazam sobie, ze tak bylo u kazdego z nas".
W kolejnych dwóch artykulach przeanalizujemy na dwóch róznych przykladach
drogi rozumowania prowadzace od konkretnego numerycznego przypadku do
ogólnego twierdzenia z punktu widzenia "mocy czy niemocy" rozwiazania zadania
w szczególnym przypadku oraz sposoby wykorzystania tego rozwiazania dla
rozwiazania problemu ogólniejszego. Beda tp tylko przyklady; zagadnienie
wymagaloby bardzo szerokiego omówienia, mozna by mu poswiecic cala ksiazke·

Przyklad I

Rozporzadzamy piecioma ponumerowanymi pudelkami oraz trzema jednakowymi
zetonami. Zetony ukladamy w pudelkac,h (w pudelku najwyzej jeden zeton).
Iloma róznymi sposobami mozna rozmiescic zetony w pudelkach?
Zadanie rozwiazemy budujac "drzewo wszystkich mozliwosci". Poszczególne
poziomy odpowiadaja kolejnym pudelkom, liczba l zapisana w wezle galazki
sygnalizuje, ze w pudelku o danym numerze umiescilismy zeton, liczbaO - ze
pudelko to jest puste. Pamietamy, ze nalezy zapelnic tylko trzy pudelka, a dwa
pozostawic puste. Oto nasze drzewo.
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*G. Polya, Jak to rozwiazac?, PWN,
1964.

Mamy wiec 10 mozliwych rozmieszczen trzech zetonów w pieciu pudelkach,

co zapiszemy symbolicznie (~)= 10.
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Nastepne zadanie: Iloma sposobami mozna rozmiescic dwa zetony takze w pieciu
pudelkach? Pierwsza nasza mysl- to zbudowac nowe drzewo. Czy to konieczne?
Czy nie mozemy wykorzystac drzewa zbudowanego poprzednio? Kazda galazka
przedstawia rozmieszczenie, w którym trzy pudelka sa pelne (trzy jedynki) i dwa
puste (dwa zera). Teraz chcemy miec dwa pudelka pelne i trzy puste. A wiec?
Wystarczy zmienic kod - to samo drzewo da nam rozwiazanie naszego nowego
zadania, jezeli symbolO odczytamy jako wskazówke, ze w pudelku o danym
numerze umi~szczamy zeton, symbol 1 jako wskazówke, ze pudelko o danym
numerze ma byc puste. 'Liczba galazek sie nie zmieni przez zmiane kodu, zatem

G)=(~)=lO.
Dlaczego udalo sie nam wykorzystac to samo drzewo dwukrotnie do rozwiazania
róznych zadan numerycznych? Oczywiscie dlatego, ze zadania te mialy charakter
"dualny": liczba pudelek pustych w jednym przypadku byla równa liczbie
pudelek pelnych w drugim, i na odwrót. Wazne bylo to, ze 2= 5-3.
Czy istotne byly te dane numeryczne, czy zwiazki miedzy nimi? Popatrzmy na
nasze drzewo. Mozemy je budowac w góre lub obcinac od góry zmieniajac liczbe
pudelek. Mozemy zmieniac liczbe jedynek i zer w poszczególnych galazkach,
zmieniajac liczbe zetonów. Ale kazde takie drzewo mozemy interpretowac
dualnie, raz odczytujac znak 1 jako wskazanie, ze dane pudelko jest pelne, znak
zas O - ze jest puste, drugi raz odczytujac te znaki w sensie przeciwnym. A zatem,
gdy posiadamyn pudelek ik zetonów (zakladamy na razieO < k < n), mamy
tyle samo mozliwych rozmieszczen, co majacn pudelek in - k zetonów;

zapiszemy symbolicznie ten fakt: ( : )= (n~ k ).

Wykorzystamy obserwacje naszego drzewa jeszcze glebiej. Usunmy pierwsze
pietro. Co otrzymamy? Jak mozemy zinterpretowac nowa '>ytuacje?Nasze drzewo
rozpadlo sie na dwa drzewa. Jedno - wyrastajace z wezla, który poprzednio
oznaczylismy pierwszym od dolu znakiem 1- przedstawia wszystkie mozliwe
rozmieszczenia dwóch (3-1 = 2) zetonów w czterech (5-1 = 4) pudelkach,
drugie - wyrastajace z pierwszego od dolu wezla oznaczonego znakiemO -

przedstawia wszystkie mozliwe rozmieszczenia trzech zetonów w czterech (5-1 =
. = 4) pudelkach. Ale suma liczb galazek obu tych drzew jest równa liczbie

galazek pierwotnego drzewa, a zatem ( ~)= (~)+(~) .
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Jak poprzednio, mozemy oderwac sie od konkretnie zadanych numerycznie liczb
i pomyslec o drzewie rozmieszczenk zetonów wn pudelkach. Gdy usuniemy
najnizsze pietro, rozpadnie sie ono na dwa drzewa, jedno - przedstawiajace
wszystkie mozliwe rozmieszczeniak-l zetonów wn-l pudelkach (usuwamy
pierwsze pudelko juz zapelnione), drugie - przedstawiajace wszystkie mozliwe
rozmieszczeniak zetonów wn-l pudelkach (usuwamy pierwsze pudelko puste).
Odkrywamy ogólne twierdzenie, przyjmujac na razie 1< k < n-l:

(:) = (~=:)+r~l).
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Od tych zaloun mozemy sie uwolnic. Oczywiscie, gdyn ':F Oi n = k, mamy tylko
jedno rozmieszczenie (wszystkie pudelka pelne). Jezelin ':F Oi k = O, to nie mamy
w ogóle zetonów, mozemy przyjac, ze i wtedy istnieje jedno mozliwe
rozmieszczenie (wszystkie pudelka puste). Jezelin = k = O,umówimy sie, ze
mamy tez jedno mozliwe rozmieszczenie. Latwo sprawdzic, iz wtedy

(:)=(n~k) dlaO~k~n

(n) (n-l) (n-l)k = k-l + k dla O< k < n.

Ponizsza tabela pokazuje zastosowanie otrzymanych wzorów (trójkat Pascala)
do kolejnego obliczenia liczby wszystkich mozliwych rozmieszczen zetonów
w pudelkach, przy danych lici bach zetonów i pudelek. Otrzymane ogólne wzory
maja charakter rekurencyjny, tabele mozemy dowolnie przedluzac i odpowiednio
rozszerzac.
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11+1 = 21

3

11+2 = 32+1 = 31

4

11+3 = 43+3'7' 63+1 = 41

S

11+4 = S4+6 = 106+4 = 104+1 = S1 ---...
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Czytelnik znajacy elementy kombinatoryki zdziwi sie moze, ze zagadnienia
traktowane gdzie indziej z cala powaga "wielkiego" aparatu matematycznego,
z zastosowaniem indukcji zupelnej, omawialismy w sposób pogladowy, moze
nawet naiwny. Ale przedstawione rozumowanie zasluguje na wnikliwe spojrzenie
wstecz wlasnie ze wzgledu na interesujacy nas problem roli konkretnego,
szczególnego przypadku w odkrywaniu ogólnych twierdzen. Nasze drzewo
budowalismy w intencji rozwiazania zadania z danymi numerycznymi scisle
okreslonymi. Liczby 5 i 3 wyraznie decydowaly o ksztalcie drzewa. Ale w dalszym
ciagu wykorzystalismy to drzewo inaczej. Uzmiennilismy - jak sie mówi - stale

5 i 3 oraz moglismy bezposrednio przejsc od równosci (:)= (~)

i ( ~ ) = (; ) +( : ) do ogólnych wzorów

dlatego, ze nasze rozumowanie w przypadku szczególowym stawalo sie przez to
"uzmiennienie" poprawnym rozumowaniem ogólnym i w istocie rzeczy nie
róznilo sie od rozumowania ogólnego. Przyklad szczególny moze w ten sposób
prowadzic do uogólnienia, jezeli dobrze uswiadomimy sobie, z jakich zalozen
korzystalismy rozwiazujac zadanie, jezeli wnikliwie przesledzimy droge
rozumowania, rachunek, konstrukcje, która zastosowalismy, jezeli postawimy
sobie przy tym spojrzeniu wstecz wlasciwe pytania Uak to, co juz mam,
móglbym jeszcze w sposób ogólniejszy wykorzystac?), jezeli zastosujemy, jak
w opisanym przypadku, próbe uzmiennienia stalych.
W nastepnym artykule uzupelnimy te uwagi przesledzeniem drogi rozumowania
od przypadku szczególnego do uogólnienia - na innym przykladzie.
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