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o W swej ksiazce po$§wigconej rozwiazywaniu elementarnych zadan matematycznych*®
G. Polya zaleca ,,rzut oka wstecz’’, na droge, na ktérej uzyskaliSmy rozwigzanie
zadania. Pisze on: ,,Nawet najlepsi uczniowie po otrzymaniu rozwigzania

zadania i starannym zapisaniu toku rozumowania zamykaja zeszyt i biora si¢ do
czego innego. Postepujac tak, opuszczaja wazng i pouczajaca faze pracy.
Spogladajac wstecz na otrzymane rozwiazanie, ponownie analizujac wynik

i prowadzaca don droge, mogliby utwierdzi¢ swa wiedzg i rozwinaé swoje
zdolnosci do rozwiazywania zadan [...] zaden problem nie jest nigdy wyczerpany
catkowicie. Zawsze co§ zostaje jeszcze do zrobienia; badajac problem dostatecznie
wnikliwie, mozemy ulepszyé kazde rozwigzanie, a w kazdym razie zawsze
udoskonali¢ nasze rozumowanie rozwigzania’.

,,Rzut oka wstecz’> moze nie tylko ulatwié¢ nam lepsze rozumienie otrzymanego
rozwiazania, ale takZe czesto pozwala dojrzeé w zastosowanym — w szczeg6lnym
przypadku — postgpowaniu pewnej ogélniejszej metody o znaczeniu szerszym. Moze
nam ukazaé to, co sprzyjato uzyskaniu rozwiazania i co je hamowalo. Moze
zwrécié uwage na bledy metodyczne, ktérych nalezaloby unikaé. ,,Rzut oka wstecz”
to wazna faza pracy na kazdym poziomie uczenia si¢ matematyki oraz
rozwigzywania probleméw matematycznych — i tych elementarnych, dostgpnych
dla ucznia szkoly podstawowej, i tych ,,wielkich”, stanowigcych temat pracy
tworczej matematykéw. Jeden z najwybitniejszych matematykéw francuskich
pierwszej polowy naszego wieku, Henri Lebesgue (1875-1941), powiedziat w toku
dyskusji na kongresie w r. 1937: ,,To, czego dokonatem w matematyce, bylo
naturalnym i czasem natychmiastowym rezultatem rozwazania przyczyn tego

czy innego sukcesu, tej czy innej porazki, badania powodéw mocy lub niemocy

tej czy innej idei, i wyobrazam sobie, Ze tak byto u kazdego z nas™.

W kolejnych dwéch artykutach przeanalizujemy na dwéch réznych przykiadach
drogi rozumowania prowadzace od konkretnego numerycznego przypadku do
ogodlnego twierdzenia z punktu widzenia ,,mocy czy niemocy” rozwigzania zadania
w szczegdlnym przypadku oraz sposoby wykorzystania tego rozwigzania dla
rozwiazania problemu ogdlniejszego. Beda tp tylko przyktady; zagadnienie
wymagaloby bardzo szerokiego oméwienia, mozna by mu poswigci¢ calg ksiazke.

Przyklad I

Rozporzadzamy pigcioma ponumerowanymi pudetkami oraz trzema jednakowymi
zetonami. Zetony uktadamy w pudetkach (w pudelku najwyzej jeden Zeton).
Iloma réznymi sposobami mozZna rozmiesci¢ Zzetony w pudetkach?

Zadanie rozwiazemy budujac ,,drzewo wszystkich mozliwosci”’. Poszczegdlne
poziomy odpowiadaja kolejnym pudetkom, liczba 1 zapisana w weZle galazki
sygnalizuje, Ze¢ w pudetku o danym numerze umiescilismy zeton, liczba 0 — ze
pudetko to jest puste. Pamigtamy, ze nalezy zapelnié tylko trzy pudelka, a dwa
pozostawi¢ puste. Oto nasze drzewo.

Mamy wigc 10 mozliwych rozmieszczen trzech zetonéw w pigciu pudetkach,

*G, Polya, Jak to rozwigzaé?, PWN,
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1964 co zapiszemy symbolicznie ( 3) =10.



Nastgpne zadanie: Iloma sposobami mozna rozmiescié dwa Zetony takze w pigciu
pudetkach? Pierwsza nasza mys$l — to zbudowaé nowe drzewo. Czy to konieczne?
Czy nie mozemy wykorzystaé drzewa zbudowanego poprzednio? Kazda galazka
przedstawia rozmieszczenie, w ktérym trzy pudetka sa pelne (trzy jedynki) i dwa
puste (dwa zera). Teraz chcemy mie¢ dwa pudelka peine i trzy puste. A wigc?
Wystarczy zmieni¢ kod — to samo drzewo da nam rozwiazanie naszego nowego
zadania, jezeli symbol 0 odczytamy jako wskazdéwke, ze w pudetku o danym
numerze umieszczamy zeton, symbol 1 jako wskazdwke, ze pudetko o danym
numerze ma by¢ puste. Liczba galazek si¢ nie zmieni przez zmiang kodu, zatem
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Dlaczego udato si¢ nam wykorzysta¢ to samo drzewo dwukrotnie do rozwigzania
réznych zadan numerycznych? Oczywiscie dlatego, ze zadania te mialy charakter
,,dualny”: liczba pudelek pustych w jednym przypadku byla réwna liczbie
pudetek pelnych w drugim, i na odwrét. Wazne bylo to, ze 2 = 5—3.

Czy istotne byly te dane numeryczne, czy zwigzki migdzy nimi? Popatrzmy na
nasze drzewo. Mozemy je budowaé w gore lub obcinaé od gory zmieniajac liczbe
pudetek. Mozemy zmieniaé liczbg jedynek i zer w poszczegdlnych gatazkach,
zmieniajac liczbe zetonéw. Ale kazde takie drzewo mozZemy interpretowaé
dualnie, raz odczytujac znak 1 jako wskazanie, ze dane pudetko jest pelne, znak
za$§ 0 — ze jest puste, drugi raz odczytujac te znaki w sensie przeciwnym. A zatem,
gdy posiadamy 7 pudelek i k Zetonéw (zakladamy na razie 0 < k£ < n), mamy
tyle samo mozliwych rozmieszczen, co majac n pudelek i n—k Zetondw,;

n n
zapiszemy symbolicznie ten fakt: ( k ) = (n—- k) b

Wykorzystamy obserwacje naszego drzewa jeszcze glgbiej. Usufimy pierwsze
pietro. Co otrzymamy? Jak mozemy zinterpretowaé nowa sytuacj¢? Nasze drzewo
rozpadto si¢ na dwa drzewa. Jedno — wyrastajace z wezla, ktéry poprzednio
oznaczyli§my pierwszym od dotu znakiem 1 — przedstawia wszystkie mozliwe
rozmieszczenia dwoch (3—1 = 2) zetonéw w czterech (5—1 = 4) pudelkach,
drugie — wyrastajace z pierwszego od dotu wezla oznaczonego znakiem 0 —
przedstawia wszystkie mozliwe rozmieszczenia trzech zetonéw w czterech (5—1 =
_ = 4) pudetkach. Ale suma liczb gatazek obu tych drzew jest réwna liczbie
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galazek pierwotnego drzewa, a zatem ( 3) = ( 2) +( 3) -
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Jak poprzednio, mozemy oderwaé si¢ od konkretnie zadanych numerycznie liczb
i pomysleé o drzewie rozmieszczen k zetonéw w n pudetkach. Gdy usuniemy
najnizsze pigtro, rozpadnie si¢ ono na dwa drzewa, jedno — przedstawiajace
wszystkie mozliwe rozmieszczenia k—1 zetonéw w n— 1 pudetkach (usuwamy
pierwsze pudetko juz zapelnione), drugie — przedstawiajace wszystkie mozliwe
rozmieszczenia k zetonéw w n—1 pudetkach (usuwamy pierwsze pudetko puste).
Odkrywamy ogdlne twierdzenie, przyjmujac na razie 1 < k < n—1:

(:)-G(%)



Od tych zalozenn mozemy si¢ uwolnié. Oczywiscie, gdy n # 01 n = k, mamy tylko
jedno rozmieszczenie (wszystkie pudelka pelne). Jezeli # # 01 k = 0, to nie mamy
w ogdle zetondw, mozemy przyjaé, ze i wtedy istnieje jedno moZliwe
rozmieszczenie (wszystkie pudelka puste). Jezeli n = k = 0, uméwimy sig, Ze
mamy teZ jedno mozliwe rozmieszczenie. Latwo sprawdzié, iz wtedy

(:)=(r:k) da0<k<n
(Z)=(;:11)+(";l) dla0<k<n

Ponizsza tabela pokazuje zastosowanie otrzymanych wzoréw (trojkat Pascala)
do kolejnego obliczenia liczby wszystkich mozliwych rozmieszczen zetonow

w pudetkach, przy danych liczbach Zetonéw i pudelek. Otrzymane ogdlne wzory
maja chazakter rekurencyjny, tabele mozemy dowolnie przediuzaé i odpowiednio
rozszerzac.
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Czytelnik znajacy elementy kombinatoryki zdziwi si¢ moze, Ze zagadnienia
traktowane gdzie indziej z cala powaga ,,wielkiego’’ aparatu matematycznego,

z zastosowaniem indukcji zupelnej, omawialiémy w sposéb pogladowy, moze
nawet naiwny. Ale przedstawione rozumowanie zastuguje na wnikliwe spojrzenie
wstecz wlasnie ze wzgledu na interesujacy nas problem roli konkretnego,
szczegllnego przypadku w odkrywamu og6lnych twierdzen. Nasze drzewo
budowali§my w mtenc_u rozwigzania zadania z danymi numerycznymi §cisle
okres§lonymi. Liczby 5 i 3 wyraZnie decydowaly o ksztalcie drzewa. Ale w dalszym
ciggu wykorzystaliSmy to drzewo inaczej. Uzmiennili§my — jak si¢ méwi — stale
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dlatego, ze nasze rozumowanie w przypadku szczegdlowym stawato si¢ przez to
,,uzmiennienie”’ poprawnym rozumowaniem ogélnym i w istocie rzeczy nie
réznito si¢ od rozumowania ogdlnego. Przyktad szczegdlny moze w ten sposcb
prowadzi¢ do uogélnienia, jezeli dobrze u§wiadomimy sobie, z jakich zalozen
korzystaliémy rozwiazujac zadanie, jezeli wnikliwie przesledzimy droge
rozumowania, rachunek, konstrukcje, ktéra zastosowali§my, jezeli postawimy
sobie przy tym spojrzeniu wstecz wlasciwe pytania (jak to, co juz mam,
mdglbym jeszcze w sposob ogdlniejszy wykorzystaé‘?), jezeli zastosujemy, jak

w opisanym przypadku, prébg uzmiennienia stalych.

W nastepnym artykule uzupetnimy te uwagi przeéiedzemem drogi rozumowania
od przypadku szczegdlnego do uogélnienia — na innym przykiadzie.
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