Czego nie moze maszyna Turinga, czyli o algorytmach (II)

Prof. dr Andrzej MOSTOWSKI, czlonek rzeczywisty PAN

Dzialanie kazdej maszyny Turinga jest — jak wldzle!limy wyznaczonc przez jej
alfabet, to Jﬁt zbidér symboli sy, 54, ..., Sy, zbiOr stanéw g, q; ..., qr i program.
Mozna je wigc W pehn opisaé jednym wielkim , slowem™, to jest cqglem znakow:
na poczatku tego ciagu stawiamy symbole sg, 5y, .., Sy, potem znak przestankowy;
potem ciagg znakéw dla stanéw ¢, ¢y, --., gu, potem znéw znak przestankowy

i wreszcie cigg instrukcji, z ktérych kazda jest okreslona czwérka symboli. Taki
opis maszyny wymaga wielu znakéw, nie trudno jednak zredukowac ich liczbg

do dwdch, np. do znakéw 0, 1. Wystarczy w tym celu zamiast liter L, P
wystepujacych w instrukcjach, pisa¢ ciggi 101, 1001, a zamiast s; i g; pisac ciggi

10 ... 01 zawierajace odpowiednio 2j+3 albo 2i+4 zera. Znak przestankowy
mozemy zapisywac jako 1.

Powstajgcy w ten sposdb cigg zloZony z zer i jedynek nazwiemy kodem maszyny.
Kod taki mozemy tez traktowac jak liczbg naturalng zapisana w ukladzie
dwojkowym. Bedziemy oznaczali przez M kod maszyny M. W podobny sposéb
okres§lamy kody wejs¢ i wyjs¢; przez w oznaczamy kod wejscia w.

Nic nie stoi na przeszkodzie, aby za wejscie do maszyny M obrac jej kod M;
musimy w tym celu zalozy¢ tylko, Zze symbole 0, 1 nalezg do zbioru symboli

So5 815 -+., Sy maszyny. Tak wigc M(M) jest albo nieokreslone, albo tez jest
pewnym ciggiem symboli sq, 5, ..., Sy W zaleznosci od tego, czy algorytm opisany
przez maszyne M stosuje si¢ do wejScia M, czy teZz nie. .

Przyjmijmy dla kazdego ciagu n zlozonego z zer i jedynek f(n) = 1, jesli n nie

jest kodem maszyny, f(n) = 0, jesli n jest kodem maszyny M, ale M(n) nie jest
okreslone, oraz f(n) = M(n),0 jesli n jest kodem maszyny i M(n) jest okreslone
(tutaj M(n),0 jest ciagiem powstajacym przez dopisanie zera na koficu ciggu
M(n)). '
Udowodnimy, Ze warto$ci funkcji f nie mozna obliczyé przy pomocy maszyny
Turinga. Inaczej méwigc udowodnimy, Ze nie.ma takiej maszyny Turinga M,,

ze dla kazdego ciagu n zloZonego z zer i jedynek M(n) jest okreSlone i réwne f(n).
Przypusémy jednak, Ze taka maszyna M, istnieje. Zatem dla kazdego n jest

M(n) = f(n). W szczegblnoéci przyja¢ mozemy n = M,; poniewaz M, jest

kodem maszyny i M, (M,) jest okreslone, wiec z definicji funkcji £ otrzymujemy
S(MY) = My(My), 0. Zatem Mo(M,) = f(Mo) = Mo(My), 0, co jest niemozliwe,
gdyz ciagi Mo(M,) i Mo(M,), 0 sa rézne.

Istnienie M, prowadzitoby zatem do sprzecznosci.

Ofunkcji fzdefiniowanej wyZej méwimy wigc, Ze niedajesigona obliczaéalgorytmicznie,
Istnieje wiele innych funkcji — znacznie naturalniejszych niz powyZsza — o ktérych
udowodniono, Ze nie s algorytmicznie obliczalne. Podamy tu dwa przykiady.

W jednym z nich idzie o algorytmiczng odpowiedZ na pytanie, czy réwnanie
algebraiczne (wielu zmiennych) o wspélczynnikach catkowitych ma rozwigzania
catkowite. Inaczej méwiagc pytamy, czy istnieje taka maszyna M, ze jesli jako

jej wejscie obierzemy wielomian F wielu zmiennych o wspéiczynnikach
catkowitych, to M(F) istnieje i jest réwne 0 lub 1 w zaleZnosci od tego, czy
istnieja liczby caltkowite, ktére po wstawieniu do F na miejsce zmiennych nadadzg
wielomianowi warto$¢ 0. Problem, czy taka maszyna istnieje, byt zaproponowany
w r. 1900 przez Hilberta; jest to tzw. dziesigty problem Hilberta. Niedawno,

.bo w r. 1970, Matjasewicz rozwigzal ten problem i wykazal, Ze Zadana maszyna

M nie istnieje, nie mamy wigc moznoéci sprawdzaé algorytmicznie, czy réwnanie
algebraiczne (wielu zmiennych) ma rozwigzania calkowite. Mozna nawet

pokazaé, ze juz w zakresie wielomianéw o co najwyzej 24 zmiennych algorytmu
takiego nie ma.

Innym, nie mniej stawnym pytaniem bylo, czy istnieje maszyna o takiej wiasnosci,
Ze jesli na jej wejsciu'znajdzie si¢ wzor z arytmetyki liczb calkowitych, to na wyjéciu
ukaze sig 0 lub 1 w zaleznosci od tego, czy wzor ten jest wyprowadzalny

z aksjomat6w arytmetyki, czy nie.

Juz w r. 1931 K. Godel i A. Church dowiedli, Ze nie ma mozliwosci
algorytmicznego sprawdzania, czy wzory arytmetyki s3, czy teZ nie 53
wyprowadzalne z jej aksjomatéw (pod stowem ,,wz6r” rozumiemy tu zdanie
poprawnie zbudowane z réwnoéci migdzy wielomianami, Icznikéw rachunku zdan
i kwantyfikatoréw).
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zadad z fizyki polecamy zbiory zadai
Olimpiad Fizycznych. Dostgpne 53 nasigpujgce
ksigdki:

1. Tadeusz Pniewski, Olimpiady Fizyczme XV
i XVI, PZWS, Warszawa 1969 (20 i),

2. Czeslaw Scislowski, Olimpiady Fizycine
XVII i XVIII, PZWS, Warszawa 1971 (14 zi).
3, Waldemar Gorzkowski, Olimpiady
Fizyczne X1X i XX, WSIP, Warszawa 1973
(24 2).

Prace Godla, Churcha i Matjasewicza sa trudne; podstawa ich jest jednak
naszkicowany wyzej dow6d niemoznosci algorytmicznego obliczenia funkcji f.
Zakoniczymy artykul uwaga na temat tego dowodu. Uzyty w nim sposéb
rozumowania nosi nazwe przekatniowego. Jest to sposob czgsto stosowany.
Uzywatl go twérca teorii mnogosci, Georg Cantor, uzywal go Bertrand Russell,
konstruujac swéj stynny paradoks, uzywat go tez Kurt Gédel w swej wspomnianej
poprzednio pracy z 1931 r. Rzeczywistym jednak odkrywca tej metody byl
filozof grecki Eubulides z Miletu, ktéry zyt zapewne w III wieku p.n.e.
Sformutowat on nastgpujacy paradoks klamcy: ,,To, co teraz pisze, jest falszywe”.
Czy napisalem tu prawdg, czy falsz? Latwo stwierdzié, ze z zaloZenia, iz zdanie

w cudzyslowie jest prawdziwe, wynika, Ze jest ono falszywe, i na odwrét. I na
tym wiasnie polega paradoks. W tym paradoksie Eubulides chcial sformutowaé
zdanie, ktére samo sobie przyporzadkowuje wlasno$é fatszu. Jest to wigc blgdne
kolo — i stad wiasnie pochodzi paradoks. Zdanie Eubulidesa nie jest jednak
zdaniem zbudowanym poprawnie. Analogia z funkcja f nie dajaca si¢ obliczy¢
algorytmicznie pochodzi stad, Ze f jest okre$lona przez odwolywanie si¢ do
warto$ci M(M), to jest do wyjscia maszyny, ktérej wejsciem jest kod niej samej.
Jest to wiec tez rodzaj kola: kod M wktadamy jako wejscie do samego M. W tym
jednak przypadku okreslenie f jest prawidiowe. Paradoks nie powstaje, koto nie
jest blednym kolem; otrzymujemy tylko twierdzenie o niemoznoéci obliczenia f
algorytmem.

Jak widzimy, algorytm jest ciekawym pojeciem. Opisujgc algorytmy uzywamy
jezyka takiego, jak w nowoczesnej nauce o maszynach liczacych. Pojgcie jest
jednak stare, sama nazwa prowadzi do dawnej hinduskiej i arabskiej matematyki.
A w niektérych dowodach dotyczacych algorytméw napotykamy na rozumowania
zrodzone w subtelnych umysiach greckich filozoféw.

Zadania

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI (wedlug pomysiu J. P.)

F11. Uczyliscie si¢ wielokrotnie, ze jednym z najbardziej podstawowych praw fizyki jest zasada
zachowania energii. Ale czy obowiazuje ona rowniez wtedy, gdy wystepuje zjawisko
interferencji? Pewien sceptyk zaproponowal doswiadczenie majgce obali¢ zasade zachowania
energii i opisal, jakich spodziewa si¢ rezultatéw. PoniZej przytaczamy ten opis.

..Dwie rownolegle struny sa polaczone z trzecig struna, identyczng jak poprzednie, wedlug
schematu pokazanego na rysunku 1. W rownoleglych strunach wywolujemy spojne impulsy
poprzeczne o amplitudzie 4. W trzeciej strunie biegnace fale interferuja ze soba i wywolujg fale
o amplitudzie 24. Poniewaz struny s3 identyczne, a energia biegnacej fali jest proporcjonalna do
A2, w opisanym zjawisku zasada zachowania energii zostala pogwalcona (24 < (24)%)”.
A moze wkradt sig jaki$ blad do tego rozumowania? Zastanowcie sig. OdpowiedZ mozecie
znaleZé na str. 11

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M31. Mowimy, Ze w zbiorze A jest okreslone dzialanie *, gdy kazdej parze uporzadkowanej

(x, ¥) elementéw zbioru A przyporzadkowany jest element zbioru A, ktory oznaczamy x*y.

Udowodnié, ze jezeli dzialanie * okreslone w pewnym zbiorze A speinia warunki

63) x*(x*y) =y,

@ O*x)*x =y

dla wszelkich x, y € A, to jest ono przemienne, tzn. dla wszelkich x, y zachodzi rownos¢ x*y =

= y*x.

Rozwigzanie na str. 16

M32. Niech n bedzie liczba calkowita wicksza od 1. Udowodnié, Ze istnieje taki wielomian

P (x, y, 2) trzech zmiennych o wspolczynnikach calkowitych, ze zachodzi tozsamosciowa réwnoéé:
x = P (x", x**, x4+ x"t2),

Rozwigzanie na str. 14

M33. Dany jest trapez ABCD, w ktorym AB||CD, AB = a, CD = b, O jest punktem przecigcia

przekatnych trapezu. Wiedzac, Ze pole trapezu jest réwne S, obliczy¢ pole trojkata AOB.

Rozwigzanie na str. 5
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