
Czego nie moze maszyna Turinga, czyli o algorytmach (II)

Pro! dr Andrzej MOSTOWSKI, czlonek rzeczywisty PAN
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Dzialanie kazdej maszyny Turinga jest - jak widzielismy - wyznaczone przez jej
alfabet, to jest zbiór symboliso, SI •••.• SN. zbiór stanów qo. ql •••• qp i program.
Mozna je wiec w pelni opisac jednym wielkim "slowem". to jest ciagiem znaków:
na poczatku tego ciagu stawiamy symboleSOf Sit ••••SN. potem znak przestankowy;
potem ciag znaków dla stanówqo. ql •••• , qM. potem znów znak przestankowy
i wreszcie ciag instrukcji, z których kazda jest okreslona czwórka symboli. Taki
opis maszyny wymaga wielu znaków, nie trudno jednak zredukowac ich liczbe
do dwóch, np. do znaków O. I. Wystarczy w tym celu zamiast liter L, P
wystepujacych w instrukcjach, pisac ciagi 101. 1001. a zamiastSj i qi pisac ciagi
10 ... 01 zawierajace odpowiednio2j+3 albo 2i+4 zera. Znak przestankowy
mozemy zapisywac jako I.
Powstajacy w ten sposób ciag zlozony z zer i jedynek nazwiemy kodem maszyny.
Kod taki mozemy tez traktowac jak liczbe naturalna zapisana w ukladzie
dwójkowym. Bedziemy oznaczali przezM kod maszynyM. W podobny sposób
okreslamy kody wejsc i wyjsc; p~ezHi oznaczamy kod wejsciaw.
Nic nie stoi na przeszkodzie, aby za wejscie do maszynyM obrac jej kodM;
musimy w tym celu zalozyc tylko. ze symbole O. l naleza do zbioru symboli
so, Sit ••• , SN maszyny. Tak wiecM(M)jest albo nieokreslone. albo tez jest
pewnym ciagiem symboliSo, SI •.••• SNw zaleznosci od tego, czy algorytm opisany
przez maszyneM stosuje sie do wejsciaM. czy tez nie.
Przyjmijmy dla ,kazdego ciagun zlozonego z zer i jedynekf(n)= l. jesli n nie
jest kodem maszyny,f(n)= O.jesli n jest kodem maszynyM. ale M(n) nie jest
okreslone,orazf(n) = M(n),O jesli n jest kodem maszyny iM(n) jest okreslone
(tutaj M(n),O jest ciagiem powstajacym przez dopisanie zera na koncu ciagu
M(n». '
Udowodnimy, ze wartosci funkcjif nie mozna obliczyc przy pomocy maszyny
Turinga. Inaczej mówiac udowodnimy. ze nie.ma takiej maszyny TuringaMo.
ze dla kazdego ciagun zlozonego z zer i jedynekM(n) jest okreslone i równef(n).
Przypuscmy jednak, ze taka maszynaMo istnieje. Zatem dla kazdego n jest
M(n) = f(n). W szczególnosci przyjac mozemyn = Mo; poniewaz Mo jest
kodem maszyny iMo (Mo) jest okreslone. wiec z definicji funkcjif otrzymujemy

f(MJ) = Mo(Mo), O.ZatemMo(Mo) = f(Mo) = Mo (Mo), O.co jest niemozliwe,
gdyz 'ciagiMo(Mo) i Mo(Mo), Osa rózne.
Istnienie Mo prowadziloby zatem do sprzecznosci.
Ofunkcjif zdefiniowanej wyzejmówimywiec.zeniedajesieonaobliczacalgorytmicznie.
Istnieje wiele innych funkcji - znacznie naturalniejszych niz powyzsza - o których
udowodniono, ze nie sa algorytmicznie obliczalne. Podamy tu dwa przyklady.
W jednym z nich idzie o algorytmiczna odpowiedz na pytanie. czy równanie
algebraiczne (wielu zmiennych) o wspólczynnikach calkowitych ma rozwiazania
calkowite. Inaczej mówiac pytamy. czy istnieje taka maszynaM. ze jesli jako
jej wejscie obierzemy wielomianF wielu zmienny,ch o wspólczynnikach
calkowitych, toM(F) istnieje i jest równe Olub l w zaleznosci od tego. czy
istnieja liczby calkowite, które po wstawieniu doF na miejsce zmiennych nadadza
wielomianowi wartosc O.Problem. czy taka .maszyna istnieje. byl zaproponowany
w r. 1900 przez Hilberta; jest to tzw. dziesiaty problem Hilberta. Niedawno •

.bo w r. 1970, Matjasewicz rozwiazal ten problem i wykazal, ze fadana maszyna
M nie istnieje. nie mamy wiec moznosci sprawdzac algorytmicznie. czy równanie
algebraiczne (wielu zmiennych) ma rozwiazania calkowite. Mozna nawet
pokazac. zejuz w zakresie wielomianów o co najwyzej 24 zmiennych algorytmu
takiego nie ma. , ,
Innym. nie mniej slawnym pytaniem bylo. czy istnieje maszyna o takiej wlasnosci.
ze jesli na jej wejsciu',znajdzie sie wzór z arytmetyki liczb calkowitych, to na wyjsciu
ukaze sie Olub l w zaleznosci od tego. czy wzór ten jest wyprowadza1ny
z aksjomatów arytmetyki. czy nie. ,
Juz w r. 1931 K. GOdel i A. Church dowiedli. ze nie ma mozliwosci
,algorytmicznego sprawdzania. czy wzory arytmetyki sa. czy tez nie Sa
wyprowadzalne z jej aksjomatów (pod slowem "wzór" rozumiemy tu zdanie
poprawnie zbudowane z równosci miedzy wielomianami. laczników rachunku zdan
i kwantyfikatorów).
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Prace GOdla, Churcha i Matjasewicza sa trudne; podstawa ich jest jednak
naszkicowany wyzej dowód niemoznosci algorytmicznego obliczenia funkcjif
Zakonczymy artykul uwaga na temat tego dowodu. UzytyW nim sposób
rozumowania nosi nazwe przekatniowego. Jest to sposób czesto stosowany.
U1ywal go twórca teorii mnogosci, Georg Cantor, uzywal go Bertrand Russell,
konstruujac swój slynny paradoks, uzywal go tez Kurt Godel w swej wspomnianej
poprzednio pracy z1931 r. Rzeczywistym jednak odkrywca tej metody byl
filozof grecki Eubulides z Miletu, który zyl zapewneW III wieku.p.n.e.
Sformulowal on nastepujacy paradoks klamcy: "To, co teraz pisze, jest falszywe",
Czy napisalem tu prawde, czy falsz? Latwo stwierdzic, ze z zalozenia, iz zdanie
w cudzyslowie jest prawdziwe, wynika, ze jest ono falszywe, i na odwrót. I na
tym wlasnie polega paradoks. W tym paradoksie Eubulides chcial sformulowac
zdanie. które samo sobie przyporzadkowuje wlasnosc falszu. Jest to wiec bledne
kolo - i stad wlasnie pochodzi paradoks. Zdanie Eubulidesa nie jest jednak '
zdaniem zbudowanym poprawnie. Analogia z funkcja/nie dajaca sie obliczyc
algorytmicznie pochodzi stad, ze / jest okreslona przez odwolywanie sie do
wartosci M(M), to jest do wyjscia maszyny, której wejsciem jest kod niej samej.
Jest to wiec tez rodzaj kola: kodM wkladamy jako wejscie do samegoM. W tym
jedn~ przypadku okreslenie / jest prawidlowe. Paradoks nie powstaje, kolo nie
jest blednym kolem; otrzymujemy tylko twierdzenie o niemoznosci obliczenia/
algorytmem.
Jak widzimy, algorytm jest ciekawym pojeciem. Opisujac algorytmy uzywamy
jezyka takiego, jak w nowoczesnej nauce o maszynach liczacych. Pojecie jest
jednak stare, sama nazwa prowadzi do dawnej hinduskiej i arabskiej matematyki.
A w niektórych dowodach dotyczacych algorytmów napotykamy na rozumowania
zrodzone w subtelnych umyslach greckich filozofów.

Zadania

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI (wedlug pomyslu J. P.)

Osobom interaujacym sie rozwiazywaniem
zadan z rizyki polecamy zbiory zadan
Olimpiad F~ycb. Dostepne sa nastepujace
biatki:
1. Tadeusz Pniewski,Olimpiady Fizycz"" XY
i XVI, PZWS, Warszawa 1969 (20 zl).
2. Czeslaw Sc::islowski,Olimpiady Fizyczne
XVIII XVIII, PZWS, Warszawa 1971 (14 zl).
3. Waldemar Gorzkowski,Olimpiady
Fizycz"" XIX l XX, WSiP, Wanzawa 1973
(~ zl).

•a. • FU. Uczyliscie sie wielokrotnie, ze jednym z najbardziej podstawowych praw fizyki jest zasada
zachowania energii. Ale czy obowiazuje ona równiez wtedy, gdy wystepuje zjawisko
interferencji? Pewien sceptyk zaproponowal doswiadczenie majace obalic zasade zachowama
energii i opisal, jakich spodziewa sie rezultatów. Ponizej przytaczamy ten opis.
"Dwie równolegle struny sa polaczone z trzecia struna, identyczna jak poprzednie, wedlug
schematu pokazanego na rysunku 1. W równoleglych strunach wywolujemy spójne impulsy
poprzeczne o amplitudzieA. W trzeciej strunie biegnace fale interferuja ze soba i wywoluja fale
o amplitudzie 2A. Poniewaz struny sa identyczne, a energia biegnacej fali jest proporcjonalna do

AZ, w opisanym $wisku zasada zachowania energii zostala pogwalcona(2A2 < (2A)2)". /
A moze wkradl sie jakis blad do tego rozumowania? Zastanówcie sie. Odpowiedz mozecie
znalezc na str. 11

Redaguje mgr Andrzej MAKO WSKI

M31. Mówimy, ze w zbiorze A jest okreslone dzialanie *, gdy kazdej parze uporzadkowanej
(x, y) elementów zbioruA przyporzadkowany jest element zbioruA, którY oznaczamy x*y.
Udowodnic, ze jezeli dzialanie* okreslone w pewnym zbiorzeA spelnia warunki

(1) x*(x*y) = y,

(2) (y*x)*x = y
dla wszelkich x, y e A, to jest'ono przemienne, tzn. dla wszelkichx, y zachodzi równoscx*y =
=y*x.
Rozwiazanie na str. 16

M32. Niech n bedzie liczba calkowita wieksza od 1. Udowodnic, ze istnieje taki wielomian
p (x,y, z) trz.ecb :aniennych o wspólczynnikach calkowitych, ze zachodzi tozsamosciowa równosc:

x = P (x", x"H, x+x"+2).

Rozwiazanie na str. 14
M33. -Dany jest trapezABCD, w którym ABIICD, AB = a, CD = b, O jest punktem przeciecia
pm:katnych trapezu. Wiedzac, ze pole trapezu jest równe S, obliczyc pole trójkataAOB.
RozwiazaDiena~S .
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