
Co to jest prawo wielkich liczb?

dr Wieslaw SZLENK
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Dla szerokich rzesz nie znajacych rachunku pra~dopodobienstwa prawo wielkich
liczb jest czyms "magicznym", czyms, co jest najwyzszym prawem rzadzacym
swiatem, który nas otacza. Czesto dwaj dyskutanci gloszacy sprzeczne tezy
motywuja swoje twierdzenia: " ... bo to wynika z prawa wielkich liczb". Mozna
by przytoczyc wiele bezsensownych wypowiedzi na temat tego prawa, ale nie to
jest celem niniejszego artykulu. Chcemy tutaj wyjasnic - poslugujac sie pewnym
dosc ogólnym modelem - tresc prawa wielkich liczb.
Nie zakladamy, ze Czytelnik posiada juz jakas wiedze z rachunku
prawdopodobienstwa, lub co wiecej, ze zna program tego przedmiotu dla IV klasy
liceum. Skoncentrujmy uwage na doswiadczeniu polegajacym na rzucaniu
ziarenek srutu na przyrzad zwany deska GaItona (GaIton - angielski przyrodnik
1822-1911).
W górne wejscie pochylonej deski sypiemy srut. Kulki wpadaja w system kanalików
K, biegnacych pomiedzy szesciokatnymi wysepkami. Kulka, która znajduje sie
w polozeniu x, moze nastepnie wpasc albo w kanalik prawya, albo w lewya'.
Mozna zalozyc, ze obie mozliwosci sa jednakowo prawdopodobne. Zanim kulka
wpadnie do jednej z przegródek na dole, to sytuacja ta powtórzy sie 9 razy,
tj. kulka musi "wybrac" dziewiec razy kanalika lub a'. Jezeli kulka 9 razy
wybierze kanalika', to wpadnie do szufladki o numerzeO, jezeli dokladnie raz
wybierze kanalika (obojetnie, w którym momencie), a pozostale 8 razy kanalika',
to wpadnie do przegródki o numerze 1, itd; wreszcie, jezeli za kazdym razem
wybierze kanalika, to wpadnie do przegródki numer 9. Kazda droge prowadzaca
do przegródki o numerzek (k = O, l, ... , 9) mozna utozsamic z ciagiem

dziewieciowyrazowym o wyrazacha lub a'. Wszystkich takich ciagów jest (: ),
a wiec tylez jest róznych dróg prowadzacych do przegródkik. Liczba wszystkich
mozliwych dróg równa jest29 (= liczbie wszystkich dziesieciowyrazowych ciagów
o wyrazacha lub a'). Oznaczmy stosunek liczby wszystkich dróg prowadzacych
do szufladki k do liczby wszystkich dróg w ogóle przezP9 (k):

(:)
P9(k) =~.

Mozna przyjac, ze kazda droga, liczac srednio, pojawia sie tak samo czesto (bo
dlaczego pewne drogi mialyby byc bardziej uprzywilejowane, jezeli cale urzadzenie
jest zrobione dostatecznie precyzyjnie?). Zatem liczbaP9(k) powinna byc niemal
równa czestosci wpadania kulki do przegródkik, o ile rozpatrujemy dostatecznie
wiele prób polegajacych na puszczaniu ziarenek srutu. LiczbeP9(k) nazwiemy
prawdopodobienstwem trafienia kulki do przegródkik. Przedstawmy graficznie
wartosci P9(k). Na osi OXprowadzimy z kazdego punktu o odcietejk = O, 1, ... ,9
odcinek prostopadly do osiOX o dlugosci P9(k) i laczymy linia ciagla wierzcholki
tych odcinków.
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Widac, ze pi"awdopodobienstwoa9 trafienia kulki w przegródki o numerach 4
lub 5 (=;: sumie dlugosci odcinków prowadzonych z punktów o odcietych 4 i 5)
jest równe 0,492. Oznacza to, ze srednio co druga kulka wpada w jedna
z przegródek o numerach 4 lub 5, a przeciez stanowia one tylko 20% wszystkich
przegródek.
A jak wyglada sytuacja, jesli rozwazyc deske Galtona z 20 przegródkami (to
znaczy z 19 rzedami wysepek, co oznacza, ze kulka 19 razy "wybiera" droge)?
Analogicznie jak poprzednio, parawdopodobienstwaP19(k) dotarcia kulki do
przegródki o numerzek okreslone sa wzorami:

(:)
P19(k) =~, k = O, l, ,19.
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Graficzny obraz liczbP19(k) jest nastepujacy:
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Na kazdym z wykresów zaznaczono klamra 20% przegródek, tych o najwiekszych
prawdopodobienstwach. Oznaczmy odpowiednio przeza49 i a99

prawdopodobienstwa, ze ziarenko srutu trafi do jednej z tych przegródek. Mozna
obliczyc, ze

a49 = 0,834, a99 = 0,966.
Przyjrzyjmy sie liczbom a" dla n = 9, 19,49,99: w odcinku o dlugosci l bedziemy
odkladali odcinki o dlugosciach a,,:
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n = 99 b 11"

Nasuwa sie przypuszczenie, ze wraz ze wzrostemn prawdopodobienstwo a"
trafienia w jedna z 20% srodkowych przegródek wzrasta do l, a tym samym
prawdopodobienstwo trafienia w jedna z pozostalych 80% maleje doO.

Tych 20% srodkowych przegródek! sa to przegródki o numerachk, spelniajacych

warunek I n I l
k-- ~-n

2 5

Oznaczmy przez S" liczbe zakretów "w prawo" wykonanych przez pojedyncza
spadajaca kulke. Zdarzenie, ze kulka trafi w jedna ze srodkowych przegródek,
polega na tym, iz kulka ta potoczy sie taka droga, ze

(*) Is" - ~ \ ~ {- n.
Nasze przypuszczenie mozna wiec wyrazic nastepujaco: w ciagun jednakowo
prawdopodobnych losowan "w prawo" lub "w lewo"(a lub a')
prawdopodobienstwo wylosowania drogi oSn spelniajacym (*) dazy do l.
Prawdopodobienstwo zdarzenia definiowalismy jako granice czestosci pojawiania
sie tego zdarzenia przy liczbach prób dazacych do nieskonczonosci. A zatenl
zdarzenia o prawdopodobienstwach bliskich l nalezy tlumaczyc sobie jako bardzo
czeste (prawie zawsze). Czyli, praktycznie biorac, dla duzychn prawie na pewno

liczba S" musi spelniac warunek(*)~Liczba-} (owe 20%) nie jest tu

o ~

Przegródki o numerach 8, 9, 10, 11, stanowia dokladnie 20% wszystkich
przegródek. Oznaczmy przeza19 prawdopodobienstwo, ze ziarenko srutu trafi do
jednej z tych 4 przegródek. Bedzie ono suma prawdopodobienstw, ze ziarenko
trafi odpowiednio do przegródek 8, 9, 10 i 11. Latwo obliczyc, zea19 = 0,64.
W przyblizeniu oznacza to, ze srednio na kazde 3 ziarenka srutu 2 trafiaja do
tych 20% przegródek, a tylko l do pozostalych 80%.
W przypadkach desek Galtona z 50 i 100 przegródkami wykresy sa nastepujace:

Z powyt.szego zwiazku wynika zaleznosc

miedzy amplitudami fali padajacej i odbitej

l l
Aod& = 3" .4•• 4 = 3" A.

Natomiast amplituda fali generowanej

w trzeciej strunie wynosi (patrz wzór(0»

F = -Z d, ,gdzie Z jest impcdancja struny,

y - wychyleniem punktu z polozenia

równowagi, a t oznacza czas.
Zainteresowanych glebszym zrozumieniem
problemu odsylamy do ksiazki
F. C. Crawforda, Fa/e, rozdzialy 4.4 iS.3.

Ponitej naszkicujemy rozwiazanie:
Trzecia struna stawia opór fali padajacei ze

struny pierwszej (drugiej) i generuje w niej

fale odbita. Stad sila, jaka element trzeciej
struny, znajdujacy sie tuz przy punkcie

rozgalezienia, dziala na element pierwszej
(drugiej) struny, wycosi:

Rozwiazanie zadaniaFil (cd).

Pelne rozwiazanie zagadnienia wymaga

wiadomosci wykraczajacych poza zakres
szkoly sredniej. Potrzebna jest mianowicie

znajomosc wzoru nasil~ oporu struny.
z którego wynika, ze sila ta jest proporcjonalna

do predkosci poprzecznej elementu struny
w danym punkcie. Konkretnie:

l dYpo4 dyod&
- 3" . -;j/"" = dl

Wspólczynnik odbicia fali Rwynosi - +.

Prawo zachowania energii jest oczywiscie
spelnione, bowiem:

F = -Z dYPd +Z dyod& •dl dl
Z drugiej strony opór elementu struny jest

proporcjonalny do wypadkowej predkosci
poprzecznej. Pl nicwat do punktu

rozgalezienia dochodza spójne falc padajace

. z 2 strun i wychodza 2 falc odbite, to:

(0) F = - 2 . Z (dd;a4 + d~7') .

Stad otrzymujemy zwiazek dla fal padajacych .

i odbitych w punkcie rozgalezienia:
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Rozwiazanie zadania M32.
Skonstruujemy taki wielomianP. Przyjmijmy

(I) { x = In, y = In+1.z = l+tl'l+1:,

skad
zy = 111+2+/211+3

zyl = {Z7I+3+13R+4

zyn-2 = ,1I2-n-1 +,"1

iz(l- y+ y'- ... + (_l)n-. yn-.) =
= '+(_l)n-.,,,. = 1+(-l)n-.x".
Mozemy wiec przyjacP (x, Y. z) =

••-2

= z· 1: (_y)i+(_l)n-,x".
;=0

Dokonujac bowiem podstawien (I)
otrzymujemy

p(ln,ln+l,I+,"+1) = I.

uprzywilejowana; te same rozwazania z tymi samymi rezultatami mozna

przeprowadzic zastepujac liczbe {-dowolna liczbae > O.

W naszej desce Galtona losowania "w prawo" i "w lewo" byly jednakowo
prawdopodobne. Gdybysmy skonstruowali deske taka, ze zdarzenia "w prawo"
i "w lewo" nie sa jednakowo prawdopodobne, na przyklad prawdopodobienstwo,
ze kulka potoczy sie w prawo, jest równep, prawdopodobienstwo, ze potoczy sie
w lewo, jest równe q, p -:F q, p + q = l, to nie wnikajac w szczególy techniczne
doszlibysmy do nastepujacego wniosku: prawdopodobienstwo zdarzenia, ze
w ciagu n losowan kanalików a i at liczba S••wylosowanych wyrazów a spelnia
warunek
(**) IS••-n· pl ~ n' e,
dazy do l; e jest tutaj" dowolna, ustalona liczba dodatnia.
Praktycznie oznacza to, ze dla duzychn nierównosc (**) jest spelniona prawie
na pewno. Zazwyczaj nierównosc (**) zapisujemy w postaci:

I~"-pl~ e

Sformulowany powyzej wniosek zostal po raz pierwszy zaobserwowany
i udowodniony przez szwajcarskiego matematyka Jakuba Bernoulli (1654-1705).
Wniosek ten nosi nazwe "prawo wielkich liczb Bemoulliego". Jest to historycznie
pierwsze twierdzenie z cyklu twierdzen nazywanych prawami wielkich liczb.
Oczywiscie losowania dróg "w prawo" i "w lewo" mozna zastapic losowaniem
orla i reszki przy rzucie moneta, losowaniem szóstki lub nie-szóstki przy rzucie
kostka, wreszcie samo losowanie mozna zastapic procesem porodu, a rezultaty
"w prawo", "w lewo" - plcia noworodka: "chlopiec", "dziewczynka". Sa to
tylko zmiany typu interpretacyjnego, sama matematyczna istota zagadnienia
pozostaje nie zmieniona.
Prawo wielkich liczb wypowiada sie tylko na temat granicy prawdopodobienstw
pewnych zdarzen, nie wyklucza wiec ono mozliwosci zdarzen takich, w których
pojawiaja sie dlugie serie "w prawo" lub "w lewo". Nie nalezy takze wnioskowac,
ze zdarzenia "w prawo" i "w lewo" musza sie na ogól przeplatac lub tez ze liczby
ich w ciagu o parzystej liczbie wyrazów (oznaczmy ja przez2n) musza byc równe.
Wrecz odwrotnie, gdyn dazy do nieskonczonosci, to prawdopodobienstwa te

1

maleja do O szybciej niz ciag ]in .
Zainteresowanego Czytelnika odsylamy tu do podrecznika z rachunku
prawdopodobienstwa dla klasy IV liceum.
O zastosowaniu prawa wielkich liczb bedziemy mówic w nastepnym artykule.

Dlaczego Niemcy nie zdazyli wynalezcbomby atomowej

- Pozwolilem sobie zaprosic panów, by ustalic definitywnie sprawe rozdzielenia
zadan w dziedzinie fizyki jadrowej miedzy Instytutem im. Cesarza Wilhelma oraz
Grupa Badawcza Fizyki Jadrowej podlegla Radzie Badan Naukowych Rzeszy -
bez zadnych wstepnych grzecznosci zaczal prezes Towarzystwa im. Cesarza
Wilhelma i dyrektor generalny Vereinigte Stahlwerke, Vogler.
Obaj jego goscie, profesor Mentzel, przewodniczacy Rady Badan Naukowych
Rzeszy, i profesor Esau, przewodniczacy sekcji fizyki Rady i z urzedu pelnomocnik
Goringa do spraw fizyki jadrowej, od razu zrozumieli, ze nie zaproszono ich na
dyskusje, lecz dla zakomunikowania im decyzji, która z pewnoscia zapadla na
wyzszym szczeblu. Nie mylili sie, za Voglel'em stal sam Speer, który nie majac
przekonania do kwalifikacji Esaua, przyrzekl prezesowi znaczne
srodki na badania jadrowe prowadzone w Instytucie. Grzecznie jak dzieci dopili
wiec kawe i bez dyskusji przyjeli wszystkie propozycje przemyslowca. Esau
wiedzial juz, ze po odebraniu mu silnej grupy Instytutu w Dahlem nie moze
liczyc na powazne sukcesy tych ,grup, które mu zostawiono.
Jednakze i grupa fizyków w Instytucie daleka byla od kolektywnego dzialania.
Z poczatkiem pazdziernika, za sprawa Wirtza i Weizsackera, sterowanie badaniami
jadrowymi w Instytucie przejal od Diebnera sam Heisenberg. Diebner, swiadom,
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