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Omawiali§my dotychczas problemy trapiace Le$nikéw i Drzewiarzy, troszezyliSmy
si¢ o dochody Dziatkowicza i odzieraliémy z wszelkiego uroku pewng gre w zapatki.
Jak by na sprawg nie patrze¢ — nie byly to zagadnienia dajgce sie bezposradnio

i w catosci zaliczy¢ do matematyki (patrz obok). Sita matematyki polega jednak
migdzy innymi wiasnie na tym, Ze pozwala ona ogolocié pewne problemy czysto
praktyczne z calej fabuly, rozwiazaé je w sferze czystej abstrakcji, a otrzymane
rozwigzanie z powrotem przettumaczy¢ na jezyk praktyki. Niezwykle czesto okazuje
si¢ przy tym, Ze otrzymane rozwiazanie daje si¢ zastosowaé do znacznie szerszej
klasy problemdw niz ten, ktory byl rozwigzywany.

Odlozywszy wiec na przysztos§¢ rozstrzygnigcie problemu, czy i jak czesto oplaca

si¢ blefowa¢ w pokerze, zajmiemy si¢ tym razem wylacznie matematyka:

Krotki kurs gier 2x 2

,»»Gra 2 x 2" nazywamy opis takiej sytuacji konfliktowej, w ktorej kazda ze stron
dysponuje dwiema strategiami. Wybordw strategii gracze nie uzgadniajg i dokonujg
ich niezaleznie. Ostateczny rezultat gry, zwany wyplata, zalezy tylko od tego, jaka
para strategii zostala wybrana. Zakladamy przy tym, ze wyplaty przekazuja sobie
gracze: wygrana jednego jest jednocze$nie przegrana drugiego. Wszystkie
informacje o grze zawarte sg w ,,macierzy wyplat’” — tabelce podajgcej, jakie
wyplaty pierwszego gracza przyporzadkowane sg kazdej z czterech mozliwych par
strategii. Na rysunku obok symbole 4;, B; oznaczajg strategie graczy; symbole a,
b, ¢ i d — wyplaty dla gracza A. Wyplatami dla gracza B sa, zgodnie z zalozeniem,
liczby przeciwne: —a, —b, —ci —d.

Rozwiazanie gry polega na wskazaniu kazdemu z graczy takiej strategii, ktora
zapewnia mu najwigksza, mozliwa do osiggnigcia wyptate — przy zalozeniu, ze
jego przeciwnik tez gra bezblednie.

Sposdb budowania rozwiazania gry zalezy od postaci macierzy wyplat. Rozwiazs ie
jest szczegdlnie proste w wypadku, gdy jeden z graczy dysponuje strategia
dominujaca. W pierwszym z podanych obok przykladow strategie taka posiada
gracz A:zastosowanie strategii 4, daje mu wigksza wyptate niz zastosowanie
strategii 4;, niezaleznie od tego, co zrobi przeciwnik. Zatem 4 na pewno nie
stosuje strategii dominowanej A,. Wiedzac to, gracz B nie moze zastosowaé swej
strategii B, , ktora przynosi mu przegrana 3. Rozwigzaniem gry jest wiec para
strategii (4,, B,): gracz A musi przegra¢ 1. W drugim z przyktadéw strategia 7
jest dominowana przez B, (pamigtamy, ze wyplaty gracza B sa liczbami
przeciwnymi do umieszczonych w macierzy wyplat dla A). Rozwigzaniem gry j¢
wigc para zlozona z dominujacej strategii gracza B i najlepszej obrony gracza /
para (Az, B,). Wynikiem gry jest wygrana 1 gracza A.

Zupelnie inaczej wyglada sprawa w takich grach 2 x 2, ktére nie posiadaja strategii
dominujgcej. Zadna para strategii nie jest rozwiazaniem takiej gry (zadanie 1).

Tu krotka dygresja. Uwazny Czytelnik «Delty» zauwazyt zapewne, e

w matematyce na ogol jest tak, iz jesli czego$ nie ma, to si¢ to co$ szybko
konstruuje: w zbiorze liczb wymiernych byly dziury — zatkano je liczbami
niewymiernymi («Delta» nr 1); liczby rzeczywiste nie pozwalaly rozwigzaé
réwnania x* = —1, skonstruowano wigc urojonego sprzymierzenica («Delta» nr 3);
istnieja funkcje ciaggle nie posiadajace pochodnej w zadnym punkcie —
skonstruowano wigc teorie pozwalajace ,,rézniczkowaé™ nawet funkcje nieciagle
(«Delta» nr 4).

W teorii gier postapiono podobnie: skoro nie kazda — taka nawet jak tu
rozwazane — prosta gra posiada parg strategii stanowigcych rozwiazanie, trzeba
bylo tak rozszerzy¢ pojecie strategii, by wyeliminowa¢ to zasmucajgce zjawisko.
Wprowadzono wigc pojecie strategii mieszanych. Formalnie biorac strategia
mieszana w grze 2 x 2 jest para liczb (x,1—x), x € (0, 1). Interpretacja strategii
mieszanej bywa, jak widzieliSmy, rézna. W grze ,,Morra’ («Delta» nr 6) liczby x
oraz |—ux oznaczaly czgstosci, z jakimi gracz stosuje odpowiednio swg pierwsza

i drugg strategi¢ przy wlelokrotnym rozgrywaniu. W problemie Dziatkowicza
(«Delta» nr 4) strategia mieszana interpretowana byta jako czqécnowc zastosowanie
kazdej z dwu strategii (w pojedynczej rozgrywce). Mozliwe sa inne jeszcze
interpretacje tego pojecia. Podstawowe (i jedyne) zalozenie dotyczace strategii
mieszanych jest nastcpujqce je$ii gracz stosuje strategie mieszang (x, 1 = x), to
otrzyrnu_|e za mq czgsé x (x € {0, 1)) wyplaty wynikajacej z zastosowania strategii
pierwszej i czes¢ 1 — x wyplaty wynikajacej z zastosowania strategii drugiej
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(zalozenie takie przyjmowali§my milczaco zaréwno w przyktadzie Dziatkowicza,
jak i gry ,,Morra”). Z zalozenia tego tatwo wnioskujemy, Ze je$li gracz A zastosuje
strategie (x, 1 —x), a gracz B — strategie (y, 1 —y), to wynikajaca z zastosowania
tych strategii wyplata dla A wyniesie:

w(x, ) = axy+bx(1—y)+c(1 —x)y+d(1—x)(1—y).
Sformulowana powyzej definicja rozwiazania gry nie traci sensu przy takim
rozszerzeniu pojecia strategii i pojecia wyplaty, mozna wiec dalej pytaé o istnienie
rozwigzania; okazuje si¢ przy tym, Zze prawdziwe jest nastgpujace twierdzenie:
Podstawowe twierdzenie teorii gier 2 x 2. Kazda gra posiada rozwiazanie
(w strategiach mieszanych).
Szkic dowodu: Dla gier posiadajacych strategie dominujaca twierdzenie jest juz
udowodnione. Jesli gra nie posiada strategii dominujgcej, to strategia optymalna
gracza A jest (p, 1 —p), gdzie

= =€
P = avd—b—c’
a optymalng strategia gracza B jest (g, 1 —g), gdzie
- d—b
$= et d=b—c"

Pozostaje sprawdzi¢, ze wskazana para strategii rzeczywiscie jest rozwiazaniem.
Sprawdzenie to jest trescig zadan 3 i 4. (Mozna tez dowodzi¢ inaczej — metoda
analogiczna do zastosowanej przy rozwiazywaniu problemu Dzialkowicza).
Twierdzenie to zalatwia w zasadzie calg teorig gier 2 x 2, poniewaz umozliwia nam
rozwiazanie kazdej takiej gry. Mozna jednak spréobowaé rozszerzy¢ te teorig
odrzucajac na przyklad zalozenie, Zze obaj gracze graja bezblednie. Mozna by
wtedy sprobowac rozstrzygna¢ zagadnienie, ktdére w podrgeznikach teorii gier nie
jest na ogot omawiane: jak wygrywa¢ na bledach przeciwnika. Problemem tym —
niezwykle interesujgcym z praktycznego punktu widzenia — postaramy si¢ zajac
w przyszlosci.

Zadania

1. W pierwszym odcinku ,,sztuki wygrywania’ (Delta» nr 2) wprowadzilismy
pojecie strategii minimaksowych. Wiemy réwniez, ze jesli strategie minimaksowe
sa w rownowadze, to stanowig one rozwigzanie gry. Udowodni¢, ze jesli w grze
2 x 2 strategie minimaksowe s3 w rownowadze, to co najmniej jeden z graczy
posiada strategi¢ dominujaca, a jest nig strategia minimaksowa.

2. Udowodnié, ze jesli gra 2 x 2 nie posiada rozwigzania w strategiach czystych,
to a+d # b+ec.

3. Sprawdzic, Ze strategia (p, 1 —p) gracza A (p — zdefiniowane w tekscie) daje
ad—bc
c+d—b—c

stosuje gracz B. Wykaza¢ réwniez, ze w(x, g) = v niezaleznie od tego, jaka
strategie (x, 1 —x) stosuje gracz A.

4. Z wynikéw zadania 3 wywnioskowaé, ze para strategii mieszanych (p, 1 —p)
i (g, 1 —q) jest rozwiazaniem gry.

Rozwiazania na str. 13.

Problem

Zbudowac algorytm (por. Algorytmy A. Skowrona) rozwigzywania gier 2 x 2.
Prosimy o nadsylanie pomystow.

graczowi A wyplate v = niezalezng od tego, jakg strategi¢ (v, 1—y)
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Jak wyznaczy¢ czas trwania blysku lasera impulsowego? Odpowiedz jest bardzo prosta. Istnieja
szybkie uklady elektroniczne i odpowiednie oscylografy pozwalajace na rejestracje zdarzen
trwajacych kilka nanosekund (1 ns = 10~? s). Co jednak zrobi¢ jezeli w pracowni nie ma akurat
potrzebnego przyrzadu? Kupi¢ — nie zawsze mozna zrealizowac szybko zamownienie, pozyczyé —
tez jest to klopotliwe. W tej sytuacji dobry pomyst pozwala czasem na pokonanie
nieprzezwyci¢zonych na pozoér trudnosci.

Oto historia z Zakladu Optyki Instytutu Fizyki Doswiadczalnej UW. W polowie 1973 r.
uruchomiono barwnikowy laser impulsowy (patrz «Delta» — 9). Dr Jerzy Krasinski i mgr
Stanistaw Majewski chcieli okresli¢ od razu dlugosc trwania impulsu. Spodziewali sig czasow
trwania rzedu kilku lub kilkunastu ns. Potrzebnego urzadzenia nie bylo pod reka, mieli natomiast
aparat fotograficzny, pare zwierciadel, centymetr krawiecki oraz metalowy pret. To wystarczylo.
Pomyslcie przez chwilg, zanim przeczytacie na czym pomyst polegal (c.d. na str. 11).

?:



