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Strategie mieszana mozna
np. rozumiec jako rozklad
prawdopodobienstwa na zb.iorze
strategii.

Profesor S. zazadal przed laty
usuniecia z tematów ustnego egzaminu
wstepnego z matematyki pewnego
zadania z zegarkiem w roli glównej:
"Pojecie $Zegareb do matematyki nie
nalezy i nie mamy prawa na egzaminie
z tego przedmiotu zadac od kandydata
jakiejkolwiek wiedzy o zegarkach" -
uzasadnil.
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Omawialismy dotychczas problemy trapiace Lesników i Drzewiarzy, troszczylismy
sie o dochody Dzialkowicza i odzieralismy z wszelkiego uroku pewna grew zapalki.
Jak by na sprawe nie patrzec - nie byly to zagadnienia dajace sie bezposrednio
i w calosci zaliczyc do matematyki (patrz obok). Sila matematyki polega jednak
miedzy innymi wlasnie na tym, ze pozwala ona ogolocic pewne problemy czysto
praktyczne Z calej fabuly, rozwiazac je w sferze czystej abstrakcji, a otrzymane
rozwiazanie z powrotem przetlumaczyc na jezyk praktyki. Niezwykle czesto okazuje
sie przy tym, ze otrzymane rozwiazanie daje sie zastosowac do Znacznie szerszej
klasy problemów niz ten, który byl rozwiazywany.
Odlozywszy wiec na przyszlosc rozstrzygniecie problemu, czy i jak czesto oplaca
sie blefowac w pokerze, zajmiemy sie tym razem wylacznie matematyka:

Krótki kurs gier 2 x 2

"Gra 2 x 2" nazywamy opis takiej sytuacji konfliktowej, w której kazda ze stron
dysponuje dwiema strategiami. Wyborów strategii gracze nie uzgadniaja i dokonuja
ich niezaleznie. Ostateczny rezultat gry, zwany wyplata, zalezy tylko od tego, jaka
para strategii zostala wybrana. Zakladamy przy tym, ze wyplaty przekazuja sobie
gracze: wygrana jednego jest jednoczesnie przegrana drugiego. Wszystkie
informacje o grZe zawarte sa w "macierzy wyplat" - tabelce podajacej, jakie
wyplaty pierwszego gracza przyporzadkowane sa kazdej Z czterech mozliwych par
strategii. Na rysunku obok symboleAj, Bj oznaczaja strategie graczy; symbolea,
b, c i d - wyplaty dla graczaA. Wyplatami dla graczaB sa, zgodnieZ zalozeniem,
liczby przeciwne: -a, -b, -c i -d.
Rozwiazanie gry polega na wskazaniu kazdemu z graczy takiej strategii, która
zapewnia mu najwieksza, mozliwa do osiagniecia wyplate - przy zalozeniu, ze
jego przeciwnik tez gra bezblednie.
Sposób budowania rozwiazania gry zalezy od postaci macierzy wyplat. Rozwiaz::1;iie
jest szczególnie proste w wypadku, gdy jeden z graczy dysponuje strategia
dominujaca· W pierwszym z podanych obok przykladów strategie taka posiada
gracz A: zastosowanie strategiiA l daje mu wieksza wyplate niz zastosowanie
strategii Al, niezaleznie od tego, co zrobi przeciwnik. ZatemA na pewno nie
stosuje strategii dominowanejAl' Wiedzac to, gracz B nie moze zastosowac swej
strategii Bl, która przynosi mu przegrana 3. Rozwiazaniem gry jest wiec para
strategii (Al' Bl): gracz A musi przegrac l. W drugim z przykladów strategial
jest dominowana przezBl (pamietamy, ze wyplaty gracza B sa liczbami
przeciwnymi do umieszczonych w macierzy wyplat dla A). Rozwiazaniem gry jl"
wiec para zlozona z dominujacej strategii gracza B i najlepszej obrony graczaJ.

para (Al, Bl). Wynikiem gry jest wygrana l gracza A.
Zupelnie inaczej wyglada sprawa w takich grach 2 x 2, które nie posiadaja strategii
dominujacej. Zadna para strategii nie jest rozwiazaniem takiej gry (zadanie l).
Tu krótka dygresja. Uwazny Czytelnik «Delty» zauwazyl zapewne, ze
w matematyce na ogól jest tak, iz jesli czegos nie ma, to sie to cos szybko
konstruuje: w zbiorze liczb wymiernych byly dziury - zatkano je liczbami
niewymiernymi (<<Delta»nr l); liczby rzeczywiste nie pozwalaly rozwiazac
równania Xl = -l, skonstruowano wiec urojonego sprzymierzenca (<<Delta»nr 3);
istnieja funkcje ciagle nie posiadajace pochodnej w zadnym punkcie -
skonstruowano wiec teorie pozwalajace "rózniczkowac" nawet funkcje nieciagle
(<<Delta»nr 4).
W teorii gier postapiono podobnie: skoro nie kazda - taka nawet jak tu
roZwazane - prosta gra posiada pare strategii stanowiacych rozwiazanie, trzeba
bylo tak rozszerzyc pojecie strategii, by wyeliminowac to zasmucajace zjawisko.
Wprowadzono wiec pojecie strategii mieszanych. Formalnie biorac strategia
mieszana w grze 2 x 2 jest para liczb(x,l-x), x E <0, l). Interpretacja strategii
mieszanej bywa, jak widzielismy, rózna. W grze "Morra" (<<Delta»nr 6) liczbyx
oraz l-x oznaczaly czestosci, z jakimi gracz stosuje odpowiednio swa pierwsza
i druga strategie przy wielokrotnym rozgrywaniu. W problemie Dzialkowicza
(<<Delta»nr 4) strategia mieszana interpretowana byla jako czesciowe zastosowanie
kazdej z dwu strategii (w pojedynczej rozgrywce). Mozliwe sa inne jeszcze
interpretacje tego pojecia. Podstawowe (i jedyne) zalozenie dotyczace strategii
mieszanych jest nastepujace: jes:i gracz stosuje strategie mieszana(x, l = x), to
otrzymuje za nia czescx (x E <0, l» wyplaty wynikajacej z zastosowania strategii
pierwszej i czescl-x wyplaty wynikajacej z zastosowania strategii drugiej
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Niech funkcje f j g ,pelniaia warunek f(x) +
+!(a-x) - xJ/(x) dla kazdego x.
W szczcl\ólnosci dla x= O i dla x - a
ntrzymujemy {lO) +- {(a) - O. {(a)+ {(O) ~ ag(a).
Z Iych dwóch równosci ;vynika ag(a) - O

iwobec a # O otrzymujemy g(a) = O.

(zalozenie takie przyjmowalismy milczaco zarówno w przykladzie Dzialkowicza,
jak i gry "Morra"). Z zalozenia tego latwo wnioskujemy, ze jesli gracz A zastosuje
strategie (x, l-x), a gracz B - strategie (y, l-y), to wyriikajaca z zastosowania
tych strategii wyplata dla A wyniesie:

w(x, y) = axy+bx(1-y)+e(l-x)y+d(1-x)(1-y).

Sformulowana powyzej definicja rozwiazania gry nie traci sensu przy takim
rozszerzeniu pojecia strategii i pojecia wyplaty, mozna wiec dalej pytac o istnienie
rozwiazania; okazuje sie przy tym, ze prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:
Podstawowe twierdzenie teorii gier 2 x 2.Kazda gra posiada rozwiazanie
(w strategiach mieszanych).
Szkic dowodu: Dla gier posiadajacych strategie dominujaca twierdzenie jest juz
udowodnione. Jesli gra nie posiada strategii dominujacej, to strategia optymalna
gracza A jest (p, 1-p), gdzie .

d-c

p= ,
a+d-b-e

a optymalna strategia gracza B jest(q, 1- q), gdzie

d-bq----- a+d-b-e'

Pozostaje sprawdzic, ze wskazana para strategii rzeczywiscie jest rozwiazaniem.
Sprawdzenie to jest trescia zadan 3 i 4. (Mozna tez dowodzic inaczej - metoda
analogiczna do zastosowanej przy rozwiazywaniu problemu Dzialkowicza).
Twierdzenie to zalatwia w zasadzie cala teorie gier 2 x 2, poniewaz umozliwia nam
rozwiazanie kazdej takiej gry. Mozna jednak spróbowac rozszerzyc te teorie
odrzucajac na przyklad zalozenie, ze obaj gracze graja bezblednie. Mozna by
wtedy spróbowac rozstrzygnac zagadnienie, które w podrecznikach teorii gier nie
jest na ogól omawiane: jak wygrywac na bledach przeciwnika. Problemem tym -
niezwykle interesujacym z praktycznego punktu widzenia - postaramy sie zajac
w przyszlosci.

Zadania

1. W pierwszym odcinku "sztuki wygrywania" (Delta» nr 2) wprowadzilismy
pojecie strategii minimaksowych. Wiemy równiez, ze jesli strategie minimaksowe
sa w równowadze, to stanowia one rozwiazanie gry. Udowodnic, ze jesli w grze
2 x 2 strategie minimaksowe sa w równowadze, to co najmniej jeden z graczy
posiada strategie dominujaca, a jest nia strategia minimaksowa.
2. Udowodnic, ze jesli gra 2 x 2 nie posiada rozwIazania w strategiach czystych,
to a+d =I b+e.
3. Sprawdzic, ze strategia(p, 1-p) gracza A (p - zdefiniowane w tekscie) daje

. A l ad - be . l d . k . ( 1 )graczowI wyp ate v:= d b meZa ezna o tego, Ja a strategIey, -ye+ - -c
stosuje gracZ B. Wykazac równiez, zew(x, q) = v niezaleznie od tego, jaka
strategie (x, l-x) stosuje gracz A.
4. Z wyników zadania 3 wywnioskowac, ze para strategii mieszanych(p, l-p)
i (q, l-q) jest rozwiazaniem gry.
Rozwiazania na str. 13.

Problem

Zbudowac algorytm (por.Algorytmy A. Skowrona) rozwiazywania gier 2 x 2.
Prosimy o nadsylanie pomyslów.

Jak wyznaczyc ~zas trwania blysku lasera impulsowego? Odpowiedz jest bardzo prosta. Istnieja
szybkie uklady elektroniczne i odpowiednie oscylografy pozwalajace na rejestracje zdarzen
trwajacych kilka nanosekund(I ns = 10-9 s). Co jednak zrobic jezeli w pracowni nie ma akurat
potrzebnego przyrzadu? Kupic - nie zawsze mozna zrealizowac szybko zamównienie, pozyczyc-
tez jest to klopotliwe. W tej sytuacji dobry pomysl pozwala czasem na pokonanie
nieprzezwyciezonych na pozór trudnosci.
Oto historia z Zakladu Optyki Instytutu Fizyki Doswiadczalnej UW. W polowie 1973 r.
uruchomiono barwnikowy laser impulsowy (patrz «Delta» - 9). Dr Jerzy Krasinskiimgr
Stanislaw Majewski chcieli okreslic od razu dlugosc trwania impulsu. Spodziewali sie czasów
trwania rzedu kilku lub kilkunastu ns. Potrzebnego urzadzenia nie bylo pod reka, mieli natomiast
aparat fotograficzny, pare zwierciadel, centymetr krawiecki oraz metalowy pret. To wystarczylo.
Pomyslcie przez chwile, zanim przeczytacie na czym pomysl polegal (c.d. na str. 11).
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