Program maszyny sklada si¢ z 6 instrukcji:

qoSolq:, qo0lqy, gol0q,, ¢,0Pq,, q,1Pq,, q.,0Pq,.

Przypus¢my np., Ze wejsSciem maszyny jest cigg 1010. Stany maszyny i symbole na
taSmie sg wowczas nastgpujace (,,tlusta™ czcionka oznacza pole wyrdznione):

(1) 1010 g5, (2) 1011q,, (3) 101lq,, (4) 1011q,, (5) 1011q,, (6)s, 1011g,.

Jesli natomiast wejsciem jest ciag 1111, to dzialanie maszyny przebiega nastgpujaco:
(1) 1111ge, (2) 1110q,, (3) 1110g,, (4) 1100g,, (5) 1100q,,
(6) 1000g,,  (7) 1000g,,  (8) 0000g;,  (9) 5o0000¢o,  (10) 10000g;.

Podany tu przyklad jest niezwykle prosty i nie daje pelnego $wiadectwa tego, co
maszyna Turinga moze naprawdg zdziala¢. Czytelnik, ktory chcialby sig nauczyé,
jak z prostych czynnos$ci wykonywanych przez maszyny Turinga mozna skladaé
dzialania coraz bardziej ztozone, musialby zwrdcic si¢ do tatwo zresztg dostgpnych
opracowan powaznigjszych (zob. np. B. A. Trahtenbrot, Algorifmy i wyczisliteln yje
awtomaty, Moskwa 1974). Jakkolwiek jednak zlozone bgdzie dziatanie wykonywane
przez maszyng Turinga, bgdzie ono miato zawsze charakter algorytmiczny:
wykonanie go nie bgdzie wymagatlo inteligencji, lecz tylko uwagi i scistego
przestrzegania instrukcji.

W dotychczasowej czesci artykulu starali$my sig¢ byé bardzo doktadni. W dalszej
czesci, w ktérej nie mozemy juz prowadzi¢ wykladu tak $cile, postaramy sig
opowiedzieé, jak mozna skonstruowaé zadanie rachunkowe, dla ktdrego nie
istnieje rozwiazanie przy pomocy maszyny Turinga.

Rownania rézniczkowe

Dr Henryk KOLAKOWSKI

Kazdy z czytelnikow spotkal si¢ niejednokrotnie z réwnaniami algebraicznymi postaci:

€)) flx, ) =0,

gdzie fjest funkcja rzeczywistg okreslong na prostokacie 2 = {(x,y):a<x < b,e <y < d},

tzn. funkcja, ktora kazdej parze liczb (x, y) € 22 przyporzadkowuje liczbe rzeczywisty f(x, ).
Rozwigzaniem réwnania (1) nazywa sie w szkole kazda parg liczb (p, g) € £2 spelniajacq warunek:

flp,q) =0.
Mozna na to spojrze¢ inaczej: rozwiazaniem rownania (1) bedziemy nazywali funkcje

¥y =yx)
okreslona na pewnym zbiorze I < (a, b), spelniajacg warunki:

jesli xel, to (xy()ef,
jesli  xel, to flx.yx) =0.

Roéwnaniem typu (1) jest na przyklad rownanie liniowe
Ax+By+C =0,

gdzie 4, B, C sa liczbami rzeczywistymi i B # 0. Wowczas jedynym rozwigzaniem jest [unkcja

—Ax-C
e

Rozpatrzmy jeszcze jeden przykiad:
x*+y*—1=0, xe(—1,1), yel-1,1).
Sposréd rozwigzan okreslonych na I = (—1, 1) ciagle sa dwa :
y=yY1-x* oraz y=—yI-x.
Po tym krotkim wstepie przejdziemy do oméwienia najprostszych réwnan rozniczkowych.

Definicja: Réwnaniem rdzniczkowym zwyczajnym rzedu pierwszego nazwiemy rownanie:

dy
(@) e =),
gdzie f jest funkcja okreélona na prostokacie £2.
Rozwiazaniem réwnania (2) nazywamy kazda funkcje y = y(x) roiniczkowalng w przedziale I,
ktorej wykres lezy w zbiorze £2 i ktora spelnia warunek (2), to znaczy:

d)
jefli xel, to % = f(x, y(x)).

Krzywa y = y(x), x € I nazywamy krzywa catkowg réwnania (2).
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Rozwigzanic zadania F 10

Wprowadimy ukiad wspdlrzednych o poczatku
w frodku kuli i z osia r skierowang réwnolegle
do kierunku jednorodnego pola Ep (patrz
rysunck).

Szukamy powicrzchni ekwipotencialnych pola

clektrostatycznego bed

sumg pdl: dipola
elekiryernego w momen 3

skierowanym wzdlui «

w poczitku ukladu wspdirzedn
i jednorodnego pola Eg
Potencjal pola dipola w dowolnym punkcie P
odleglym o r od dipola wynosi (z dokludnoscia
do stalej):

Va(P) = - -
4 r

gdoic = jest r-owg wspolrredny punktu P,
a gy — staly diclektryczny prézni. Potencjal
pols jednorodnego réwna sip ( z dokladnoicig
do stalej):

Vi{P)= —E,r.
Calkowity potencial rozwaianego pola

clektrostatycznego w punkcie £ wynosi:

1 o
¥{P) l = . - f;.\) z4 Vo,
S|y r

gdzie ¥, jest staly, skalujacy wartoéd potencjalu,
+Ze wagledu na walcowy symetrig problemu

wygodnie jest wprowsa

kgt 0 zdefiniowany

jako kat O F i osig =, liczony od

osi. Wowczas: =

V(P =

r

kuli o promieniu rg jest
ekwipotencialng w rozwatanym problemie,
jedli

w jednorodnym polu A na zewngirz

dodatkowe pole, rowno

e polu
wywolywanemuo [ 0 momencie
dipolowym p = 4ne ewnatrz kuli pole
elektrostatyczne jest rowne zeru).
Gestode powier E

rowna

nig wartosch wekt

a indukej

elektrostatycznego: § = |D gq/E|. Li

pola sg prostopadie do powi

przewodnika, czyli w naszym
réwnolegie do promieni kuli
Dlatego:

dv )
5= gy (-— ) = JegEy cosl.
\ dr r=rg

Gestodé ludunku na powierzchni koli jest
funkciy cosl, to znaczy

wszystkic punkty
ledqee na okregu o promieniu £ sinf i osi
pokrywajace] si¢ z onig = majy taky samny
Bestosé ladunku, Ladunki dodatnie
zgromadzone zosialy na prawej pdlkuli

{6 < 90"), natomiast ujemne na lewej

{90° < 0 < 180°), Nujwigksza gestoi¢ ladunku
jest dia punkidw lekgcych na osi z.

i

Uwagi:
1° W teorii rownan rézniczkowych rozwaza sig rowniez rownania wyzszych rzeddw. Przykladem
réwnania rozniczkowego zwyczajnego rzedu n jest

an n-1

y dy
“den O o o e () o Fanx) = alx),

gdzie ay, ..., ay, a sa funkcjami ciaglymi w pewnym przedziale 7.
2° Oprocz rownan zwyczajnych waing role w zastosowaniach odgrywaja rdwnania rézniczkowe
czqstkowe, w ktorych poszukiwana funkcja zalezy od dwoch lub wiecej zmiennych niezaleznvch.
3° Potrzeba rozwijania teorii rownan rozniczkowych wynika miedzy innymi z mozliwosci opisu
wielu zjawisk fizycznych za pomocg takich rownan. Np. w ruchu jednostajnie przyspieszonym
droga s = s(r), gdzie r oznacza czas, spetnia rownosc:

d*s

gz = 9= const,

ds(0)

1
z ktorej przy zaloeniu, ze s(0) = 3 = 0, wynika od razu, iz s(1) = -5 ar®.

Zauwazmy, ze rozwigzywanie rOwnania rézniczkowego postaci

dy
dx = &),
gdzie g jest funkcja ciggla w pewnym przedziale, sprowadza si¢ do obliczenia calki nicoznaczonej:

y= fg(.r}dx+c.
Niech, dla przykiadu,

® =

1
wowcezas y = 7x’+c.

Jak wida¢, przez kazdy punkt plaszezyzny przechodzi krzywa catkowa rownania (3).
Nasuwaja si¢ tu nastgpujace pytania:

1) Jakie warunki powinna spelnia¢ funkeja f(x, 3), aby przez kazdy punkt prostokata £2
przechodzila krzywa catkowa réwnania (2)7

2) Jakie warunki powinna spelnia¢ funkcja f(x, y), aby przez zadany punkt (xq, vo) € 2
przechodzila dokladnie jedna krzywa catkowa réwnania (2)?

Wilasnie podanie odpowiedzi na wyZej wymienione pytania to jedno z zadan teorii rownan
rozniczkowych zwyczajnych.

Udowodnimy teraz

Twierdzenie: Nieci f: (a, b) = R i g: (¢, d) = R bedg funkcjami cigglymi, przy czym g(y) £ 0
dla kazdego y € (¢, d). Niech F i G oznaczajq ustalone funkcje pierwotne dla funkeji [ i g i niech
x0 € (a, b), yo € (c, d).

Wowczas kaide rozwiqzanie réwnania rdiniczkowego

dy Sf(x)
@ = 80
spelniajgce warunek y(xo) = yo jest rozwiqzaniem rdwnania algebraicznego
(5) G()—G(yo)— F(x)+ Flxo) = 0,

i na odwrdt: kazde rozwigzanie rdwnania (5) jest rozwigzaniem réwnania (4).
Dowo6d: Niech y = y(x) bedzie rozwigzaniem rownania (4) i niech y(xq) = yo. Wowczas

d;
g(»(x) —{}? = f(x),

d
czyli 7= (G(y(x))—F(x)) = 0, a wigc G(p(x))—F(x) = ¢ = const. Podstawiajac x = xo
otrzymujemy stad ¢ = G(yo)— F(xo); co oznacza, ze y = y(x) jest rozwiazaniem rownania (5).
Niech teraz y = y(x) bedzie rozwiazaniem rownania (5).
Waowczas
(6) G(y(x)) = F(x)—F(xo)+G(yo).

.. dG(y) R SR :
PomewazT = g(y) # 0, wigc istnicje funkcja G~' odwrotna wzgledem funkcji G. Zatem

@ ¥(¥) = G(F(x)— F(xo) + G(¥0)).
Widac¢ stad, ze y = y(x) jest funkcja rozniczkowalng. Rozniczkujac funkcje
h(x) = G(y(x)) = G(yo) —F(x)+ F(xp)

. - . : . 2 dy(x d) X
i korzystajac z réownosci (6) otrzymujemy g(y(x)) %)— —f(x) = 0, czyli -";%-}— = % ;
Z rownosci (7) wynika na koniec, ze y(xg) = yo.
Przyktad 1: Znajdimy krzywa catkows rownania

dy x
Ty 0
przechodzacy przez punkt (0, 1).
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Mozemy zastosowaé udowodnione twierdzenie, biorae f(x) = —x i g(y) = y. Jako funkcje

1

1 1
pierwotne wezmy F(x) = — 5l x2iGy) = 5 y*. Zatem F(xg) = F(0) =0, G(yo) = G(1) = 7

1 1 1
Ze wzoru (5) mamy wige: —- yi— = + 5% =0, ciyli x*+y*—1 = 0.

Jedynym rozwigzaniem tego zadania spelniajacym warunek y(0) = 1 jest funkcja
y=V1—x% gdzie xe(—1,1).

Przyktad 2: Cialo stale o masie m zanurzone w cieczy rozpuszcza si¢ z szybkoécia
proporcjonalna do ilo$ci nierozpuszczonej substancji. Niech y = y(7) oznacza mase substancji
rozpuszczonej w czasie . Jaka to funkcja, jezeli wiadomo, ze y(0) = 07

Ot6z masa nierozpuszczonej substancji po uplywie czasu # jest rowna m — y(r), szybkosé

d’
rozpuszczania wynosi TJ; , a wiec funkcja y = y(¢) spelnia rownanie

d

T{: = k(m—y), (k — wspolczynnik proporcjonalnosci).
Czytelnik bez trudu sprawdzi (stosujgc np. udowodnione wyzej twierdzenie), ze jedynym
rozwigzaniem naszego zadania jest funkcja y = m(l1—e %),

O dalsze przyklady zagadnien prowadzgcych do réwnan rézniczkowych nie jest trudno. Zetknaé
si¢ mozna z nimi w wielu dziedzinach nauki i techniki.

1 nie tylko

O trudnosciach zwigzanych z uprawianiem fizyki we wspolczesnym $wiecie najlepiej moga
Swiadczy¢ bardzo skomplikowane urzadzenia badawcze, jakimi musza si¢ poslugiwaé dzisiejsi
uczeni. «Physics Today», nr 1, 1974, przynosi opis dwoch wielkich komor pecherzykowych —
urzadzen sluzacych do rejestracji torow czastek elementarnych wytworzonych przy pomocy
wielkich akceleratorow (komory sa wigc tylko jednym z ogniw calego lancucha narzedzi
badawczych wspolczesnego fizyka czastek elementarnych, lancucha, ktory zaczyna sie od
akceleratora i korczy sie dopiero na komputerze). Najwieksza komora europejska w CERN-ie
kolo Genewy ma 3,7 m $rednicy, a tory czastek sa w niej odchylane przy pomocy pola
magnetycznego o natezeniu 2T(20 tys. Gausow). Najwigksza komora amerykanska wspolpracuje

z potgznym akceleratorem rozpegdzajacym protony do energii 300 GeV, znajdujacym sie w NAL
(National Accelerator Laboratory). Komora ta ma ksztalt gruszki o najwigkszym wymiarze 4,5 m.
Miesci si¢ w niej, zaleznie od potrzeb, 32 000 litrow cieklego wodoru, mieszanki neonu z wodorem
lub deuteru. Czastki elementarne odchylane sa w tej komorze przy pomocy elektromagnesu
dajacego natezenie pola rzedu 3T(30 tys. Gausow). Aby wytworzy¢ to pole, nalezy przez uzwojenie
elektromagnesu przepusci¢ prad o natgzeniu 5 000 A, Cewka elektromagnesu ma 4,2 m $rednicy
wewnetrznej i 5,1 m srednicy zewngtrznej. Energia zmagazynowana w nim wynosi 400 MJ.

Ten sam numer «Physics Today» przynosi réwniez bardzo interesujacy artykut o falach
grawitacyjnych i nowych prébach potwierdzenia ich istnienia na drodze eksperymentalnej.
Okazuje sig, Ze ,,stara’ aparatura do rejestracji fal grawitacyjnych, jaka postugiwal si¢ John Weber
i jego nasladowcy, miala czulos¢ pozwalajaca na zarejestrowanie odksztalcen bloku aluminiowego,
ktory pelnit w niej funkcje anteny, nie mniejszych niz ,,zaledwie” 10~'* cm. Dodajmy, Ze typowy
wymiar jadra atomowego wynosi 10~'? cm. Obecnie sadzi sig, ze wlasnie ta ,,niska” czulo$¢ nie
pozwolila na bezsporne zarejestrowanie fal grawitacyjnych. W zwiazku z tym uczeni

z uniwersytetow w Luizjanie, Stanford i Rzymie buduja aparature zdolna do rejestracji zmian
dlugosdci bloku — anteny rzedu 10~2° na jednym metrze, co powinno wystarczy¢ do definitywnego
wyjasnienia zagadki fal grawitacyjnych.

Tematem zwigzanym z falami grawitacyjnymi jest temat ,,czarnych dziur”, ktére moga by¢ jednym
ze zrodel tych fal. Interesujacy przedruk z czgsto w tej rubryce cytowanego «Physics Today»

i traktujacy o tych pelnych zagadek obiektach kosmicznych znaleZz¢ mozna w tegorocznym 3 nrze
«Problemown.

W roku biezacym mija 250-lecie zalozenia Akademii Nauk ZSRR. Wydarzeniu temu poswigcony
jest tegoroczny 1 nr miesigcznika «Priroda». Oprocz historii zalozenia samej Akademii w 1724 r.
przez Piotra Wielkiego znalez¢ w nim mozna takze bardzo interesujace artykuly o zyciu i pracach
najwybitniejszych czlonkow tej instytucji. Z punktu widzenia matematyki i fizyki najbardziej
interesujace sa sylwetki Michala Lomonosowa, Leonarda Eulera i Igora Kurczatowa. SzczegoOlnie
wart polecenia jest artykul o tym ostatnim uczonym i organizatorze nauki, ktory w latach 11 wojny
$wiatowej poswiecil swoj talent budowie radzieckiej broni atomowej, a w latach powojennych byl
jednym z pionierow prac nad kontrolowang synteza termojgdrows.

K. A.
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