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Wielki matematyk angielski G. H. Hardy (zmarly w 1947 roku) napisal:
"Elementarna teoria liczb powinna byc uwazana za jeden znajwlasciwszych
przedmiotów w poczatkach wyksztalcenia matematycznego. Wymlga ona bardzo
malo uprzedniej wiedzy, a przedmiot jej jest uchwytny i znajomy, metody
roiumqwania, które stosuje, sa proste, ogólne i nieliczne, i nie ma sobie równej
wsród nauk matematycznych w odwolywaniu sie do naturalnej ludzkiej ciekawosci".
A wedlug opinii jednego z najwiekszych matematyków w historii, którego prace
leza u podstaw wielu wspólczesnych dzialów matematyki, matematyka
niemieckiego Gaussa (1777-1855), "matematyka jest królowa nauk, a teoria liczb
jest królowa matematyki".
Przedmiotem teorii liczb sa miedzy innymi wlasnosci liczb pierwszych, a wiec
takich liczb naturalnych, które maja dokladnie dwa dzielniki naturalne, jak
równiez na przyklad teoria liczb zajmuje sie rozwiazywaniem równan w liczbach
calkowitych. Zagadnienia teodoliczbowe zawdzieczaja zainteresowanie, jakie
wzbudzaja, nie temu, ze moga przyczynic sie do postepu techniki nowoczesnej,
lecz tajemnicy, jaka kryja w sobie liczby pierwsze, oraZ trudnosciom, jakie na
przyklad napotykamy przy rozwiazywaniu pewnych równan w liczbach
calkowitych, których pokonanie wydaje sie rzecza niedostepna dla ludzkiej
inteligencji. Teoria liczb, ta "wiecznie mloda" dziedzina matematyki, bo majaca
wiele "wiecznie mlodych" problemów, stanowi bardzo pociagajacy rezerwat dla
tych, którzy chca sie odsunac od cywilizacji wspólczesnej. Nie sposób w/jednym
artykule omówic tych wszystkich "wiecznie mlodych" problemów. Zatrzymajmy
sie nad jednym Z nich, historycznie bezsprzecznie najglosniejszym, a zwanym
"wielkim twierdzeniem Fermata".

Piotr Fermat (1601-1665) byl prawnikiem z Tuluzy; matematyka zajmowal sie
z amatorstwa. PolozyL on bardzo duze zaslugi w teorii liczb, a ponadto jest
uwazany, obok Leibniza i Newtona, za jednego z twórców rachunku rózniczkowego.
Otóz Fermat czytajac dzielo matematyka greckiego Diofantosa (Diofantos
z Aleksandrii urodzil sie okolo 250 lat przed nasza era i byl pierwszym, który
w sposób systematyczny zajal sie rozwiazywaniem równan w liczbach calkowitych)
napisal na marginesie ustepu traktujacego o rozlozeniu kwadratu liczby naturalnej
na sume dwóch kwadratów liczb naturalnych notatke nastepujacej tresci:
"Tymczasem zupelnie niemozliwe jest rozlozenie szescianu na sume dwóch
szescianów ani potegi czwartego stopnia na sume dwóch poteg czwartych stopni,
ani w ogóle jakiejkolwiek potegi wyzszego stopnia na sume dwóch liczb w tejze
potedze. Znalazlem istotnie zadziwiajacy dowód tego twierdzenia, ale brak tu
miejsca, aby go umiescic". Tak wiec Fermat sadzil, ze udowodnil twierdzenie
nazwane pózniej jego naZwiskiem. Jest to jednak malo prawdopodobne i wszyscy
powazni matematycy sa zdania, ze Fermat dowodu poprawnego nie posiadal.
W tym miejscu nalezy jednak podkreslic, ze próby udowodnienia "wielkiego
twierdzenia' Fermata" sprzyjaly powstaniu i rozwojowi bardzo glebokich metod
badan matematycznych. Sam Fermat rzeczywiscie znalazl dowód dlan = 4. Dla
n = 3 dowód znalazl Euler (1707-1783), wielki matematyk. szwajcarski (wydanie
zbiorowe jego dziel obejmuje czterdziesci kilka duzych tomów; byl on
dziesieciokrotnie nagradzany przez Paryska Akademie Nauk), lecz jego dowód byl
niekompletny. Najwieksze zaslugi przy badaniu problemu Fermata polozyl
matematyk niemiecki Kummer (1810-1893), który przy badaniu tego zagadnienia
wprowadzil liczby algebraiczne powstajace Zp-tych pierwiastków z jednosci, co
dalo poczatek algebraicznej teorii liczb. Badania Kummera zostaly pózniej
uogólnione przez Dedekinda i Kroneckera. Kummer zauwazyl zjawisko
niejednoznacznosci rozkladu na czynniki nierozkladalne w cialachQ(Zp), gdzie Zp
oznacza p-ty pierwiastek z jednosci. Kazdy element cialaQ (Zp) jest postaci:

aO+alZ~+a2Z;+ ... +ap_lZ~-l,
2ni

gdzie ao, al, ... ap_1 sa liczbami wymiernymi, Zp = e p .

W 1850 roku opublikowal Kummer prace, w której wyróznil w cialachQ(Zp) tzw.
liczby idealne, przy pomocy których udalo mu sie stworzyc namiastke twierdzenia
o jednoznacznym rozkladzie na czynniki nierozkladalne, dzieki czemu w 1850 roku
zdolal udowodnic nastepujace twierdzenie, Zwane pózniej "twierdzeniem
Kummera" : Jezelip > 2 jest liczba pierwsza regularna (liczby pierwsze regularne
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1 . nyN-l ~ nxN-1,
'\

(n, k) = ] oznacza, ze liczbyn i k sa
wzglednie pierwsze, to znaczy nie maja
\yspólnego dzielnika róznego od 1.

. nazywa sie tez liczbami pierwszymi Kummera), to równaniexP+yP = zPnie ma
rozwiazan w liczbach naturalnych x, y, i z.
Liczba pierwsza p > 2 nazywa sie regularna, jesli

p2llk+2k+'H +(p-l)k dla k=2,3,4, ... ,p-1.

Symbol alb oznacza, zea jest dzielnikiem b, zas symbol alb oznacza, zea nie jest
dzielnikiem b.
Czytelnik zechce sprawdzic, ze liczby 3, 5 i 7 sa regularne. Sposród liczb pierwszych
nie przekraczajacych 100 wszystkie sa regularne z wyjatkiemp = 37, 59 i 67. Do
tej pory jednak nie wiemy, czy istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych
regularnych. W 1915 roku K. L. Jensen udowodnil, ze istnieje nieskonczenie wiele
liczb pierwszych nieregularnych. Sposród 302 liczb pierwszych< 2000 jest tylko
II8 regularnych. Dzis wiemy, ze równanie FermataxN+ yN = ZN dla 2 < n < 25000
nie ma rozwiazan w liczbach naturalnychx, y i z. Ten ostatni wynik zostal
osiagniety przy uzyciu róznych twierdzen i maszyn matematycznych dopiero w r. 1967.
W 1908 roku matematyk P. Wolfskehl z Darmstadtu zapisal Towarzystwu
Naukowemu w Getyndze sto tysiecy marek, które mialy byc wyplacone jako
nagroda temu, kto badz znajdzie ogólny dowód twierdzenia Fermata, badz wykaze
jego falszywosc na jednym chocby przykladzie. Mimo ze po 1918 roku nagroda ta
ulegla dewaluacji, wiele osób (przewaznie niematematyków) oglaszalo wlasnym
nakladem coraz to nowe, ale stale bledne dowody tego twierdzenia. hkkolwiek
zrozumienie, o co idzie w wielkim twierdzeniu Fermata, wymaga zaledwie
elementarriych wiadomosci z arytmetyki, nie wynika stad jednak, ze istnieje
elementarny dowód tego twierdzenia. F. Lindemann (ten sam, który w 1882 roku
udowodnil przestepnosc liczbyn) opublikowal w 1901 roku l7-stronicowa rozprawe
majaca zawierac dlugo poszukiwany dowód. Gdy mu wskazywano zasadniczy
blad, Lindemann nie zrazony spedzil wieksza czesc nastepnych 7 lat na próbach
usuniecia blednej przeslanki, nie dajacej sie naprawic, i w roku 1907 oglosil
l3-stronicowy dowód, który jednak byl pozorny wskutek drobnej omylki na samym
poczatku.
Chociaz Kummer nie byl kandydatem do nagrody Akademii Francuskiej (zloty
medal wartosci 3000 franków), ufundowanej w 1849 roku za ewentualny dowód
"wielkiego twierdzenia Fermata", jemu wlasnie zostala ta nagroda przyznana za
zaslugi, jakie polozyl w dziedzinie liczb zespolonych.
Dickson w drugim tomie swej historii teorii liczb poswieca 46 stron druku samym
sformulowaniom róznych twierdzen zwiazanych z "wielkim twierdzeniem
Fermata", wymienia ponad 300 prac napisanych na ten temat. Wsród kilkuset
autorów (237) tych prac wystepuja nazwiska tak slawnych matematyków, jak:
Cauchy, Dedekind, Dirichlet, Euler, Fermat, Gauss, Hilbert, Kronecker, Kummer,
Lagrange, Lebesgue, Legendre, Lindemann, LiouvilIe, Lucas, Mertens, Mirimanoff,
Poincare, 'Van der Corput, Vandiver, Wieferich.
Sposród twierdzen o elementarnym sformulowaniu warto wymienic nastepujace
twierdzenia:
Twierdzenie Wiefericha (z roku 1909):
Jesli istnieja liczby naturalne x,y, z spelniajace równosc xP+yP = zP, gdzie p jest
liczba pierwsza > 2, (xyz, p) = l, wtedy p212P-2.
Twierdzenie Mirimanoffa (z 1910 roku):
Przy zalozeniach poprzedniego twierdzenia mamyp21Y - 3.
Wniosek z twierdzenia Fiirtwanglera udowodniony przez róznych autorów:
Przy zalozeniach twierdzenia Wiejericha mamy p21aP- a dla kazdego a mniejszego
od 44.
Korzystajac z tego wniosku i maszyn matematycznych, matematyk amerykanski
Lehmer udowodnil, ze w przypadku (xyz,p) = l "wielkie twierdzenie
Fermata" jest prawdziwe dla wszystkichp < 253 747 887.
Jesli xN+ yN = ZN, n > 2, to oczywiscie nie moze bycx = y,.bo wtedy 2XN = ZN,

co jest niemozliwe.
Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie Grunerta z roku 1856 (dowód
twierdzenia Grunerta byl tez tematem czwartego zadania na finalach dwudziestej
drugiej Olimpiady Matematycznej w 1971 roku):
Jesli liczby naturalne x, y, z, n spelniaja warunki:

~ +yN = ZN, n > 2, to x > n 1 y > n.
Dowód:

Nie uszczuplajac ogólnosci mozemy zalozyc, zex ::::::;y < z.
Zatem wobec XN+yN = ZN mamy

xN = ZN_yN = (z-y) (ZN-l+ZN-2yl+ ... +yN-l) >
stad x > n, a poniewaz x ::::::;y wiec takze y > n.
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Rozwiazanie zadania M. 30

Zauwatmy najpierw, te szkola powinna byc

wybudowana na prostej przechodzacej przezA
i B, gdy t w przeciwnym przypadku, przy
umieszczeniu jej w punkcie S byloby

oczywEcie AS' < AS i S'B < SB, a wiec
i60AS'+90S'B < 60AS+90SB.

Nie moze tei ona lezec ze'n'natr.z odcinka AB.

Niech odleglosc AB wynosI a. zas odlegloSC

od A do szkoly - x. Wszystkie dzieci

przebywaja wiec w drodze do szkoly odleglosc
6Ox+90(a-x) ; 9Oa-30x ~f(x). Funkcja

/(x) jest malejaca. a wiec najmniejsza wartosc

przyjmuje dla motliwie najwiekszego x, to

znaczy dla x = a. Szkole' wiec nalezy
wybudowac we wsiB. Zauwazmy, ze gdyby

liczby dzieci mieszkajacych w obydwu

wioskach byly równe, to szkole mozna byloby

wybudowac w dowolnym punkcie miedzyA
iB.
Czytelnik zechce sie zastanowic, jak wyglada

rozwiazanie analogicznego zadania w

przypadku trzech wiosek.

Nierównosc y > n mozna dowiesc inaczej:

Poniewaz (1+ ~)n > 2 dla n = 2,3, ... , wiec

yn < xn+ yO < 2yo < (l + *-r . yO = (y+ ~ r, czyli

yO < ZO < (y+ .~ r, skady < z < y+ ~ ' i gdyby Y ~ n, toy < z <y+l,cojest
niemozliwe, bo nie istnieje liczba naturalna miedzy dwiema kolejnymi liczbami
naturalnymi ..
Pomysl zastosowany w drugim dowodzie pozwala udowodnic nastepujace
twierdzenie:
Jesli xl+x~+ ... +xZ = tO, gdzie Xl' X2, ... , Xk, t oznaczaja liczby naturalne,
k;;" 2 iXl < X2 < ... < Xk, to Xk > n.

Dowód:

Wobec Xl < X2 < ... < Xk jest:

(1) xk;;"k.

Przypuscmy, zeXk ~ n. Wobec (1) mamy k ~ Xk ~ n, skad

(2) n-k+ l > O.

Wobec Xk ~ n, Xl < X2 < ... < Xk mamy:

(3) x~+x~+ ... +xZ ~ xZ+(xk-1)0+ ... + [xk-(k-l)]O = XZ[I+ (1- ~Jo+

( k - l )n] [ ( l )0 ' ( k _ l )n]+ ... + 1- ----x;:- ~ xZ 1+ 1- fi + ... + I--n .
x

PoniewazeX > l +X, dla kazdego rzeczywistegoX, wiec e ° > l + ~ ,skadn

eX > (1+ :) n dla n = l, 2, .,. ; n > - x.

Zatem (3) daje

° ° ° ° (I l l + l) ° (I l l ) _XI+X2+· .. +Xk < Xk + e + -;2' .. , + ek-1 < Xk + 2+4 + .. -

= 2Xk < (1+ *-r xl = (Xk + !:r
Zatem

i wobec
X~+X~+ ... +Xk = tO

mamy

skad

CI

Xk
Xk < t < Xk+-. n

Zatem wobecXk ~ n jest Xk < t < Xk + l, co jest oczywiscie niemozliwe.
W zwiazku z ostatnim twierdzeniem zauwazmy, ze Euler w 1778 roku wyrazil
przypuszczenie, ze dlak i n naturalnych, spelniajacych nierównosc 2< k < n,
równanie

X~+X~+ ... +xZ = xZ+1

nie ma rozwiazan w liczbach naturalnychXl' ... , Xk+l •

Przypuszczenie to zostalo obalone w 1966 roku.
Mamy mianowicie

275+845+1105+1335 = 1445•

Wynik ten zostal uzyskany przy pomocy maszynyOCD-66000, która to maszyna
sprawdzila tez, ze kazda piata potega mniejsza od1445 nie jest suma czterech
piatych poteg liczb naturalnych. Przypuszczenie Eulera po 188 latach zostalo w ten
sposób obalone. A moze podobny los czeka "wielkie twierdzenie Fermata"? Nie
wiadomo.
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