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Dr Andrzej ROTKIEWICZ

Wielki matematyk angielski G. H. Hardy (zmarly w 1947 roku) napisat:

s Elementarna teoria liczb powinna by¢ uwazana za jeden z najwlasciwszych
przedmiotéw w poczatkach wyksztalcenia matematycznego. Wymaga ona bardzo
malo uprzedniej wiedzy, a przedmiot jej jest uchwytny i znajomy, metody
rozumowania, ktdre stosuje, sa proste, ogélne i nieliczne, i nie ma sobie réwnej
wsrod nauk matematycznych w odwotywaniu si¢ do naturalnej ludzkiej ciekawoséci”.
A wedtug opinii jednego z najwigkszych matematykéw w historii, ktérego prace
leZa u podstaw wielu wspélczesnych dzialéw matematyki, matematyka
niemieckiego Gaussa (1777-1855), ,,matematyka jest krélowa nauk, a teoria liczb
Jjest krélowa matematyki™.

Przedmiotem teorii liczb sa migdzy innymi wiasnosci liczb pierwszych, a wiec
takich liczb naturalnych, ktére maja dokladnie dwa dzielniki naturalne, jak
réwniez na przyklad teoria liczb zajmuje si¢ rozwigzywaniem réwnan w liczbach
catkowitych. Zagadnienia teorioliczbowe zawdzieczaja zainteresowanie, jakie
wzbudzajg, nie temu, Zze mogg przyczynié si¢ do postepu techniki nowoczesnej,
lecz tajemnicy, jaka kryja w sobie liczby pierwsze, oraz trudnosciom, jakie na
przyklad napotykamy przy rozwigzywaniu pewnych réwnan w liczbach
catkowitych, ktérych pokonanie wydaje si¢ rzecza niedostepna dla ludzkiej
inteligencji. Teoria liczb, ta ,,wiecznie mioda™ dziedzina matematyki, bo majaca
wiele ,,wiecznie mtodych” problemdw, stanowi bardzo pociggajacy rezerwat dla
tych, ktdrzy chcg si¢ odsunaé od cywilizacji wspdtczesnej. Nie sposéb w jednym
artykule omowic tych wszystkich ,,wiecznie mlodych” probleméw. Zatrzymajmy
si¢ nad jednym z nich, historycznie bezsprzecznie najgto$niejszym, a zwanym
,»wielkim twierdzeniem Fermata®.

Piotr Fermat (1601-1665) byt prawnikiem z Tuluzy; matematyka zajmowal sie

z amatorstwa. Polozyt on bardzo duze zastugi w teorii liczb, a ponadto jest
uwazany, obok Leibniza i Newtona, za jednego z tworcéw rachunku rézniczkowego.
Otoz Fermat czytajac dzielo matematyka greckiego Diofantosa (Diofantos

z Aleksandrii urodzit si¢ okoto 250 lat przed nasza erg i byl pierwszym, ktéry

W sposob systematyczny zajat si¢ rozwiazywaniem réwnan w liczbach catkowitych)
napisat na marginesie ustgpu traktujacego o roztozeniu kwadratu liczby naturalnej
na sumg dwoch kwadratéw liczb naturalnych notatke nastepujacej treéci:

» Tymczasem zupelnie niemozliwe jest roztoZenie szeScianu na sume dwdch
szescianOw ani potegi czwartego stopnia na sume dwdch poteg czwartych stopni,
ani w ogdle jakiejkolwick potegi wyZszego stopnia na sume¢ dwdch liczb w tejze
potedze. Znalaztem istotnie zadziwiajacy dowdd tego twierdzenia, ale brak tu
miejsca, aby go umiesci¢”. Tak wigc Fermat sadzil, ze udowodnit twierdzenie
nazwane pozniej jego nazwiskiem. Jest to jednak mato prawdopodobne i wszyscy
powazni matematycy sa zdania, ze Fermat dowodu poprawnego nie posiadal.

W tym miejscu nalezy jednak podkreslié, ze proby udowodnienia ,,wielkiego
twierdzenia Fermata” sprzyjaly powstaniu i rozwojowi bardzo glebokich metod
badan matematycznych. Sam Fermat rzeczywiécie znalazt dowéd dla n = 4. Dla
n = 3 dowdd znalazt Euler (1707-1783), wielki matematyk szwajcarski (wydanie
zbiorowe jego dziet obejmuje czterdziesci kilka duzych toméw; byt on
dziesigciokrotnie nagradzany przez Paryska Akademi¢ Nauk), lecz jego dowéd byt
niekompletny. Najwigksze zastugi przy badaniu problemu Fermata polozyt
matematyk niemiecki Kummer (1810-1893), ktory przy badaniu tego zagadnienia
wprowadzit liczby algebraiczne powstajace z p-tych pierwiastkéw z jednosci, co
dato poczatek algebraicznej teorii liczb. Badania Kummera zostaly p6Zniej
uogolnione przez Dedekinda i Kroneckera. Kummer zauwazyt zjawisko
niejednoznacznosci rozktadu na czynniki nierozkladalne w ciatach Q(Z,), gdzie Z,
oznacza p-ty pierwiastek z jednosci. Kazdy element ciata Q(Z,) jest postaci:

ao+a,Zy+a,Z}+ ... +a, 251,
2
gdzie ao, a,, ... a,_, s3 liczbami wymiernymi, Z, = e 7 .
W 1850 roku opublikowal Kummer pracg, w ktérej wyrdznit w ciatach Q(Z,) tzw.
liczby idealne, przy pomocy ktérych udato mu si¢ stworzyé namiastke twierdzenia
o jednoznacznym rozkladzie na czynniki nierozkladalne, dzieki czemu w 1850 roku

zdotat udowodni¢ nastgpujace twierdzenie, zwane pozniej ,,twierdzeniem
Kummera™: Jezeli p > 2 jest liczbg pierwsza regularna (liczby pierwsze regularne



‘nazywa sig tez liczbami pierwszymi Kummera), to rownanie x?+»? = zP nie ma
rozwigzan w liczbach naturalnych x, y, i z.
Liczba pierwsza p > 2 nazywa si¢ regularng, jesli

pAIE+2%+ L+ (p—1)F dla k=234 ..,p—1.

Symbol al|b oznacza, Ze a jest dzielnikiem b, za§ symbol atb oznacza, ze a nie jest
dzielnikiem b. .

Czytelnik zechce sprawdzié, ze liczby 3, 51 7 sa regularne. Sposrdd liczb pierwszych
nie przekraczajacych 100 wszystkie sa regularne z wyjatkiem p = 37, 591 67. Do

tej pory jednak nie wiemy, czy istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych
regularnych. W 1915 roku K. L. Jensen udowodnil, Ze istnieje nieskornczenie wiele
liczb pierwszych nieregularnych. Sposrod 302 liczb pierwszych < 2000 jest tylko
118 regularnych. Dzi§ wiemy, ze réwnanie Fermata x"+)" = z"dla 2 < n < 25000
nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych x, y i z. Ten ostatni wynik zostat
osiggniety przy uzyciu réznych twierdzen i maszyn matematycznych dopiero w r. 1967.
W 1908 roku matematyk P. Wolfskehl z Darmstadtu zapisal Towarzystwu
Naukowemu w Getyndze sto tysiecy marek, ktére miaty byé wyptacone jako
nagroda temu, kto badz znajdzie ogdlny dowdd twierdzenia Fermata, badz wykaze
jego falszywos$¢ na jednym chocby przyktadzie. Mimo ze po 1918 roku nagroda ta
ulegla dewaluacji, wiele oséb (przewaznie niematematykoéw) oglaszato wlasnym
nakladem coraz to nowe, ale stale bledne dowody tego twierdzenia. Jukkolwiek
zZrozumienie, o co idzie w wielkim twierdzeniu Fermata, wymaga zaledwie
elementarnych wiadomosci z arytmetyki, nie wynika stad jednak, Ze istnieje
elementarny dowdd tego twierdzenia. F. Lindemann (ten sam, ktéry w 1882 roku
udowodnil przestepnos¢ liczby =) opublikowal w 1901 roku 17-stronicowa rozprawe
majgca zawieraé dtugo poszukiwany dowod. Gdy mu wskazywano zasadniczy

blad, Lindemann nie zrazony spedzil wigksza czgs¢ nastgpnych 7 lat na probach
usuniecia blednej przestanki, nie dajacej si¢ naprawic, 1 w roku 1907 oglosit
13-stronicowy dowdd, ktéry jednak byt pozorny wskutek drobnej omytki na samym
poczatku.

Chociaz Kummer nie byl kandydatem do nagrody Akademii Francuskiej (ztoty
medal wartosci 3 000 frankdéw), ufundowanej w 1849 roku za ewentualny dowod
,,wielkiego twierdzenia Fermata”, jemu wiasnie zostala ta nagroda przyznana za
zastugi, jakie potozyt w dziedzinie liczb zespolonych.

Dickson w drugim tomie swej historii teorii liczb poswigca 46 stron druku samym
sformutowaniom roZznych twierdzen zwigzanych z ,,wielkim twierdzeniem
Fermata”, wymienia ponad 300 prac napisanych na ten temat. Wsrdd kilkuset
autorow (237) tych prac wystepuja nazwiska tak stawnych matematykow, jak:
Cauchy, Dedekind, Dirichlet, Euler, Fermat, Gauss, Hilbert, Kronecker, Kummer,
Lagrange, Lebesgue, Legendre, Lindemann, Liouville, Lucas, Mertens, Mirimanoff,
Poincaré, Van der Corput, Vandiver, Wieferich.

Sposrdd twierdzen o elementarnym sformulowaniu warto wymienié nastgpujace
twierdzenia:

Twierdzenie Wiefericha (z roku 1909):

Jesli istniejq liczby naturalne x, y, z spelniajqce réwnosé xP+ y? = 2P, gdzie p jest
liczbq pierwszq > 2, (xyz, p) = 1, wtedy p*|2°—2.

Twierdzenie Mirimanoffa (z 1910 roku):

Przy zalozeniach poprzedniego twierdzenia mamy p*|3° —3.

Whiosek z twierdzenia Fiirtwanglera udowodniony przez roznych autorow:

Przy zalozeniach twierdzenia Wiefericha mamy p*|aP —a dla kazdego a mniejszego

od 44.

Korzystajac z tego wniosku i maszyn matematycznych, matematyk amerykanski
Lehmer udowodnil, ze w przypadku (xyz,p) = 1 ,,wielkie twierdzenie

Fermata” jest prawdziwe dla wszystkich p < 253 747 887.

Je§li x"+y" = z" n > 2, to oczywiscie nie moze byé x = y,.bo wtedy 2x" = 2",

co jest niemozliwe.

Udowodnimy teraz nastgpujgce twierdzenie Grunerta z roku 1856 (dowdd
twierdzenia Grunerta byl teZ tematem czwartego zadania na finatach dwudziestej
drugiej Olimpiady Matematycznej w 1971 roku):

Jesli liczby naturalne x, y, z, i spelniajqg warunki:

P =2 =2, t TSR 1 s
Dowadd:
Nie uszczuplajac ogdlnoéci mozemy zalozyé, ze x < y < z.
Zatem wobec x"+ )" = z" mamy
=2 g = (2 =) (AR YY) ST e
stad x > n, a poniewaz x < y wigc takze y > n. )
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Rozwigzanie zadania M. 30

Nierowno$¢ y > n mozna dowiesc inaczej:

Poniewai(l—[— 1?) >2dlan=2 3, ..., wiec

< x4+t < )" <(l+ %) -y"«.—(_v-q-%) , czyli

3 n
ez <(y+ —;-) ,Skad y < z {y+%,igdybyysn,toy <z <y+1,cojest

niemozliwe, bo nie istnieje liczba naturalna migdzy dwiema kolejnymi liczbami
naturalnymi. '

Pomyst zastosowany w drugim dowodzie pozwala udowodni¢ nastepujace
twierdzenie:

JeSli X34 x3+ ... +x§ = 1", gdzie x, x,, ..., Xx, t oznaczaja liczby naturalne,
k?Zix; < X3 = 5 {xk,rﬂxk>n.

Dowéd:

Wobec x; < x, < ... < Xx; jest:

(1) x, = k.
Przypuéémy, ze x, < n. Wobec (1) mamy k < x; < n, skad
(2) n—k+1 >0,

Wobec x, € n, x; < x; < ... <X, mamy:
1 n
B) x{+x3+ ... +xE < XF+H0—=1)"+ .+ [x—G(-D]" = xz[l+ (l— ;—) +

ot e e [l s il

x

; : - x
Poniewaz e¢* > 1+x, dla kazdego rzeczywistego x, wigce” > 1+ = ,skad

e* >(l+ %) dian=1,2...5% > —X.

Zatem (3) daje

" 1 1 I 1
XTHx3+ ... +xf <x::(l+ 'y + = 4+ ..+ F) <x;(l+ 7+..4_ 4 )=
1\ o
Zatem
n n n n Xk Y
Xp < xp+x3+ ... Fxg < (X%t W
1 wobec
XyF X5+ e FRE=TL"
mamy
<=t <(x,‘+ -";—“) ,
skad

Xk
Xk =27 {Xk‘l' 'E‘o

Zatem wobec x;, < njest x, <t < x,+1, co jest oczywiscie niemozliwe.
W zwiazku z ostatnim twierdzeniem zauwazmy, ze Euler w 1778 roku wyrazit
przypuszczenie, ze dla k i n naturalnych, spelniajacych nierdwnos§¢ 2 < k < n,
rownanie

xi+x3+ ... +xp = xiq

nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych x, ..., x4 .
Przypuszczenie to zostalo obalone w 1966 roku.
Mamy mianowicie

2754845+ 110°+133° = 144°.
Wynik ten zostal uzyskany przy pomocy maszyny OCD-66000, ktéra to maszyna
sprawdzila tez, ze kazda piata potega mniejsza od 144* nie jest sumga czterech
piatych poteg liczb naturalnych. Przypuszezenie Eulera po 188 latach zostalo w ten
spos6b obalone. A moze podobny los czeka ,,wielkie twierdzenie Fermata? Nie
wiadomo.
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